
УДК 517.95

О РАЗРЕШИМОСТИ НЕКОТОРЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА С ГРАНИЧНЫМИ
ОПЕРАТОРАМИ ДРОБНОГО ПОРЯДКА

С. Абдурахманов, В. В. Карачик, Б. Х. Турметов

ON SOLVABILITY OF SOME BOUNDARY VALUE
PROBLEMS FOR THE POISSON EQUATION WITH
FRACTIONAL DIFFERENTIAL OPERATORS

C. Abdurakhmanov, V. V. Karachik, B. Kh. Turmetov

Исследуются две краевые задачи для уравнения Пуассона с гранич-
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1. Введение
В настоящей работе изучаются вопросы разрешимости краевых задач для уравнения

Пуассона с граничными операторами дробного порядка.

Определение 1. Оператором дробного дифференцирования в смысле Римана – Лиувил-
ля порядка α от функции f(t) на интервале (0, l) называется выражение, определяемое
формулой

Dα[f ](t) =
1

Γ(m− α)
dm

dtm

t∫

0

(t− s)m−1−αf(s) ds, t ∈ (0, l).

Если функция f(t) m-раз дифференцируема на интервале (0, l), то выражение

Dα
∗ [f ](t) =

1
Γ(m− α)

t∫

0

(t− s)m−1−αf (m)(s) ds

называется оператором дробного дифференцирования в смысле Капуто.

Пусть Ω = {x ∈ Rn : |x| < 1} – единичный шар в Rn, ∂Ω = {|x| = 1} – единичная сфера,
а ωn – ее площадь. Рассмотрим в Ω следующую краевую задачу:

∆u(x) = g(x), x ∈ Ω (1)
Bαu(x) = f(x), x ∈ ∂Ω, (2)
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где Bα – один из операторов дробного дифференцирования в смысле Римана – Лиувилля
Dα или Капуто Dα∗ , действующий по направлению вектора x.

Отметим, что аналогичные задачи для уравнения Лапласа с граничными операторами
целого порядка рассматривались в работах [1, 2], а для операторов дробного порядка в
[4, 5, 6]. В зависимости от свойств решений мы будем изучать задачу (1), (2) в следующих
постановках.

Задача 1. Найти функцию u(x) такую, что u(x) ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄), rαDαu(x) ∈ C(Ω̄) и
удовлетворяющую условиям (1), (2) в классическом смысле.

Задача 2. Найти функцию u(x) такую, что u(x) ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄), rαDα∗ u(x) ∈ C(Ω̄) и
удовлетворяющую условиям (1), (2) в классическом смысле.

Справедливы следующие основные утверждения.

Теорема 1. Пусть 0 < λ < 1, 0 < α < 1 и λ + α – нецелое. Тогда для любого g(x) ∈ Cλ(Ω̄)
и f(x) ∈ Cλ+1(∂Ω) решение задачи 1 существует и принадлежит классу Cλ+α+1(Ω̄).

Теорема 2. Пусть 0 < λ < 1, m − 1 < α < m, m = 2, 3, . . . и λ + α – нецелое. Тогда,
для любых функций g(x) ∈ Cm−2+λ(Ω̄) и f(x) ∈ Cλ(∂Ω) решение задачи 1 существует и
принадлежит классу Cλ+α(Ω̄).

Замечание 1. Нетрудно показать, что оператор Dα∗ можно представить в виде

Dα
∗ [f ](t) =

1
Γ(m− α)

t∫

0

(t− τ)m−1−α 1
τm

m−1∏

i=0

(
τ

d

dτ
− i

)
f(τ) dτ.

По аналогии с этим оператором введем следующий оператор

Dα,j
∗ [f ](t) =

1
Γ(m− α)

t∫

0

(t− τ)m−1−α

τm−2

m−1∏

i=0,i6=j

(
τ

d

dτ
− i + 2

)
f(τ) dτ.

Теорема 3. Пусть f(x) ∈ C(∂Ω), g(x) – полином произвольной степени. Тогда, для разре-
шимости задачи 2 необходимо и достаточно выполнение условий

∫

∂Ω

Hj(x)f(x) dsx =
∫

Ω

Hj(x)|x|αDα,j
∗ [g] (x) dx, (3)

где Hj(x) – однородный гармонический полином степени j и j = 0, 1, . . . , m− 1.

2. Вспомогательные утверждения
Для доказательств основных теорем нам необходимы некоторые вспомогательные утвер-

ждения. В дальнейшем будем считать, что 0 < λ < 1, k = 0, 1, . . . и символ C будет обозна-
чать положительную постоянную, значение которой нас не интересует.

Лемма 1. Пусть v(x) является решением задачи

∆v(x) = g(x), x ∈ Ω
v(x)|∂Ω = 0.

(4)

Если g(x) ∈ Ck+λ(Ω̄), то v(x) ∈ Ck+λ+2(Ω̄).
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Доказательство этой леммы приведено в работе [7, с. 113].

Лемма 2. Пусть µ > −1 и v(x) ∈ Ck+λ(Ω̄). Тогда, функция

h(x) =

1∫

0

(1− τ)µv(τx) dτ

принадлежит классу Ck+λ(Ω̄).

Доказательство. Пусть β = (β1, β2, . . . , βn) – мультииндекс с |β| ≤ k. Очевидно, что

Dβh(x) =

1∫

0

(1− τ)µDβv(τx) dτ =

1∫

0

(1− τ)µτβD
β

y v(y) dτ.

Следовательно, для любых x, x0 ∈ Ω̄ имеем

|Dβh(x)−Dβh(x0)| ≤
1∫

0

(1− τ)µ|Dβv(τx)−Dβv(τx0)| dτ ≤ C|x− x0|λ.

Таким образом, Dβh(x) ∈ Cλ(Ω̄) для любого мультииндекса β такого, что |β| ≤ k. Отсюда
следует, что h(x) ∈ Cλ+k(Ω̄).

Лемма 3. Пусть v(x) ∈ Cm+λ+k(Ω̄). Тогда,

rαDαv(x) ∈ Cλ+k(Ω̄).

Доказательство. По определению

rαDαv(x) =
rα

Γ(m− α)
dm

drm

r∫

0

(r − τ)m−1−αv(τθ) dτ,

где r = |x|, θ = x
|x| . Рассмотрим функцию

h1(x) =

r∫

0

(r − τ)m−1−αv(τθ) dτ.

После замены переменных t = rτ функция h1(x) записывается в виде

h1(x) = rm−α

1∫

0

(1− t)m−1−αv(tx) dt = rm−αh2(x).

По лемме 2 имеем
h2(x) ∈ Cλ+m+k(Ω̄).

Тогда

ra dmh1(x)
drm

= ra dm

drm

[
rm−αh2(x)

]
= ra

m∑

i=0

Ci,αrm−α−i d
m−ih2(x)
drm−i

=
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=
m∑

i=0

Ci,αrm−i d
m−ih2(x)
drm−i

.

Так как при i = 0 справедливо включение

dmh2(x)
drm

∈ Cλ+k(Ω̄),

то функция

ra dmh1(x)
drm

принадлежит классу Cλ+k(Ω̄). Следовательно,

rαDαv(x) ∈ Cλ+k(Ω̄).

Лемма 3 доказана.

Рассмотрим функцию

E(x, y) =
1

n− 2
|x− y|2−n,

которая является фундаментальным решением оператора Лапласа.

Лемма 4. Если |y| < |x|, то справедливо разложение

E(x, y) =
∞∑

k=0

1
2k + n− 2

|y|k
|x|k+n−2

hk∑

i=1

H
(i)
k

(
x

|x|
)

H
(i)
k

(
y

|y|
)

, (5)

где H
(i)
k – ортогональная система однородных гармонических полиномов степени k, обла-

дающих свойством ‖H(i)
k ‖L2(∂Ω) =

√
ωn.

Доказательство. Пусть |y| < |x|. Тогда

|x− y|2−n =
∣∣∣∣

x

|x| |x| −
y

|x| |x|
∣∣∣∣
2−n

= |x|2−n

∣∣∣∣
x

|x| −
y

|x|

∣∣∣∣
2−n

= |x|2−n |ξ − η|2−n ,

где
ξ =

x

|x| , η =
y

|x| , |ξ| = 1, |η| < 1.

Далее,

|ξ − η|2−n =
[
1− 2

(
x

|x| ,
y

|x|
)

+
|y|2
|x|2

]1−n
2

=
[
1− 2

|y|
|x|

(
x

|x| ,
y

|y|
)

+
|y|2
|x|2

]1−n
2

=

=
∞∑

k=0

C
n
2
−1

k

[(
x

|x| ,
y

|y|
)] |y|k
|x|k ,

где C
n
2
−1

k (t) многочлены Гегенбауэра (см. [8]). Известно (см. [8]), что для многочленов Ге-
генбауэра имееют место соотношения

C
n
2
−1

k (1) =
(k + n− 3)!
k!(n− 3)!

,

hk =
2k + n− 2

n− 2
C

n
2
−1

k (1) .
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Кроме того, если S
(i)
k (ξ) – произвольная ортонормированная система сферических гар-

моник степени k, то
C

n
2
−1

k [(ξ, η)]

C
n
2
−1

k (1)
=

ωn

hk

hk∑

i=1

S
(i)
k (ξ)S(i)

k (η),

где |ξ| = 1, |η| = 1. Тогда, функция |x− y|2−n представляется в виде

|x− y|2−n = |x|2−n
∞∑

k=0

C
n
2
−1

k [1]

(
ωn

hk

hk∑

i=1

S
(i)
k (ξ)S(i)

k (η)

)
|y|k
|x|k .

Положим
S

(i)
k (ξ) =

1√
ωn

H
(i)
k (ξ), S

(i)
k (η) =

1√
ωn

H
(i)
k (η),

т.е.
S

(i)
k (ξ) =

1√
ωn

H
(i)
k

(
x

|x|
)

, S
(i)
k (η) =

1√
ωn

H
(i)
k

(
y

|y|
)

.

Отсюда, для функции E(x, y) получаем представление (5). Лемма 4 доказана.

Замечание 2. Похожий результат был получен также в [3] (лемма 3, с. 3517).

Следствие 1. Если выполняется неравенство |x| < |y|, то справедливо представление

E(x, y) =
∞∑

k=0

1
2k + n− 2

|x|k
|y|k+n−2

hk∑

i=1

H
(i)
k

(
x

|x|
)

H
(i)
k

(
y

|y|
)

.

Пусть g(x) – полином произвольной степени. Предположим что, Pm(x) – однородный
полином степени m. Тогда известно (см. [9], с. 159), что существуют однородные гармони-
ческие полиномы Ym−2k(x) степени m− 2k такие, что

Pm(x) =
[m/2]∑

k=0

|x|2kYm−2k(x).

Далее, так как любой полином можно выразить через однородные полиномы, то g(x) можно
представить в виде

g(x) =
∑

k,s

|x|2kY (k)
s (x),

где Y
(k)
s (x) – однородные гармонические полиномы степени s. Рассмотрим объемный потен-

циал V (x) с плотностью g(x), т.е.

V (x) = − 1
ωn

∫

Ω

E(x, y)g(y)dy.

Справедливо следующее утверждение.

Лемма 5. Если
g(x) =

∑

k,s

|x|2kY (k)
s (x),

то для любого x ∈ Ω̄ имеем

V (x) =
∑

k,s

|x|2k+2Y
(k)
s (x)

(2k + 2)(2k + 2s + n)
−

∑

k,s

Y
(k)
s (x)

(2k + 2)(2s + n− 2)
. (6)
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Доказательство. Пусть ρ = |y|, ξ = y
|y| . Тогда

V (x) = − 1
ωn

∫

Ω

E(x, ρξ)g(ρξ) dSξ dρ. (7)

Обозначим f(x) = |x|2kY
(k)
s (x). Представим интеграл в правой части (7) в виде

V (x) =

|x|∫

0

+

1∫

|x|

= I1 + I2.

Рассмотрим интеграл I1 для функции f(ρξ). Используя разложение (5), имеем

I1 = − 1
ωn

|x|∫

0

ρn−1

∫

|ξ|=1

E(x, ρξ)f(ρξ) dSξ dρ =

= − 1
ωn

|x|∫

0

ρn−1

∫

|ξ|=1

∞∑

m=0

ρm|x|−(m+n−2)

2m + n− 2

hk∑

i=1

H(i)
m

(
x

|x|
)

H(i)
m

(
y

|y|
)

f(ρξ) dSξ dρ =

= − 1
ωn

∞∑

m=0

|x|−(m+n−2)

2m + n− 2

|x|∫

0

ρn−1+m+2k+s
hk∑

i=1

H(i)
m

(
x

|x|
) ∫

|ξ|=1

H(i)
m (ξ)Y (k)

s (ξ) dSξ dρ.

Далее, учитывая ортогональность сферических гармоник различной степени и равенство

Y (k)
s

(
x

|x|
)

=
hs∑

i=1

1
ωn

∫

|ξ|=1

H(i)
s (ξ)Y (k)

s (ξ) dSξH
(k)
s

(
x

|x|
)

,

получаем

I1 = −|x|
−(s+n−2)

2s + n− 2

|x|∫

0

ρ2s+2k+n−2dρY (k)
s

(
x

|x|
)

= − |x|s+2k+2

(2s + n− 2)(2s + 2k + n)
Y (k)

s

(
x

|x|
)

=

= − |x|2k+2

(2s + n− 2)(2s + 2k + n)
Y (k)

s (x) .

Преобразуем второй интеграл I2

I2 = − 1
ωn

1∫

|x|

ρn−1

∫

|ξ|=1

∞∑

m=0

ρm|x|−(m+n−2)

2m + n− 2

hk∑

i=1

H(i)
m

(
x

|x|
)

H(i)
m

(
y

|y|
)

ρ2k+sY (k)
s (ξ) dSξ dρ =

= − |x|s
2s + n− 2

1∫

|x|

ρ2k+1 dρY (k)
s

(
x

|x|
)

= − 1− |x|2k+2

(2s + n− 2)(2k + 2)
Y (k)

s (x) .

Таким образом, будем иметь
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V (x) = − 1
ωn

∫

Ω

E(x, y)g(y)dy = −
∑

k,s

|x|2k+2

(2s + n− 2)(2s + 2k + n)
Y (k)

s (x)+

+
∑

k,s

|x|2k+2 − 1
(2s + n− 2)(2k + 2)

Y (k)
s (x) =

∑

k,s

|x|2k+2Y
(k)
s (x)

(2k + 2)(2s + 2k + n)
−

−
∑

k,s

Y
(k)
s (x)

(2k + 2)(2s + n− 2)
.

Лемма доказана.

Замечание 3. Похожий результат был получен также в [2] (лемма 1, с. 416) для задачи
(1), (2) с операторами целого порядка.

Лемма 6. Пусть
g(x) =

∑

k,s

|x|2kY (k)
s (x).

Тогда для 2k + s + 2 > α справедливо равенство

rαDα,j
∗ [g] (x) =

∑

k,s

m−1∏

i=0,i 6=j

(2k + s− i + 2)
Γ(2k + s + 3−m)
Γ(2k + s + 3− α)

|x|2k+2Y (k)
s (x).

Доказательство. По определению оператора Dα,j
∗ [g] (x) запишем

rαDα,j
∗ [g] (x) =

rα

Γ(m− α)

r∫

0

(r − τ)m−1−α

τm−2

m−1∏

i=0,i6=j

(
τ

d

dτ
− i + 2

)
g(τθ) dτ =

=
r2

Γ(m− α)

∑

k,s

m−1∏

i=0,i6=j

(2k + s− i + 2)|x|2kY (k)
s (x)

1∫

0

(1− t)m−1−αt2k+s+2−m dt =

=
∑

k,s

m−1∏

i=0,i6=j

(2k + s− i + 2)
Γ(2k + s + 3−m)
Γ(2k + s + 3− α)

|x|2k+2Y (k)
s (x).

Лемма доказана.

3. Доказательства основных результатов
Доказательство теоремы 1. Представим решение задачи 1 в виде u(x) = v(x) + w(x),

где v(x) решение задачи (4), а w(x) решение следующей задачи

∆w(x) = 0, x ∈ Ω
Dαw(x)|∂Ω = f(x)− raDαv(x) ≡ f1(x).

(8)

Известно (см. [6]), что для любого f1(x) ∈ C(∂Ω) решение задачи (8) существует. Далее,
из результатов разделов 1 и 2 следует, что если f1(x) ∈ Cλ+k(∂Ω), то решение задачи (8)
принадлежит классу Cλ+k+α(Ω̄). Остается изучить гладкость решения задачи (4). Так как
g(x) ∈ Cλ(Ω̄), то в силу утверждения леммы 1 имеем v(x) ∈ Cλ+2(Ω̄). Тогда из леммы 3
следует, что rαDαv(x) ∈ Cλ+1(Ω̄), и, следовательно, получим f1(x) ∈ Cλ+1(∂Ω). Теорема 1
доказана.
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Используя результаты работы [10] гладкость решения задачи 1 в теореме 1 можно уточ-
нить в следующем виде.

Лемма 7. Пусть для функции g(x) имеет место оценка

|g(x)| ≤ C(1− |x|)λ−1

и для этой функции решение задачи (4) существует. Тогда для любого µ < λ функция v(x)
принадлежит классу C1+µ(Ω̄).

Теорема 4. Пусть 0 < λ < 1, 0 < α < λ и λ + α – нецелое. Если функция g(x) удовле-
творяет условиям леммы 6, то для любого f(x) ∈ Cλ(∂Ω) решение задачи 1 существует
и принадлежит классу Cλ+α(Ω̄).

Доказательства теорем 2 и 4 проводится повторением доказательства теоремы 1 с
небольшими изменениями.

Доказательство теоремы 3. Осуществим в задаче 1 замену переменных по формуле u(x) =
V (x) + w(x), где функция V (x) находится из (5). Тогда она перейдет в однородную задачу
(1), (2) с функцией ψ(x) вида

ψ(x) = f(x)−DαV(x)|∂Ω .

Очевидно, что Dα∗V(x) ∈ C(∂Ω). Поэтому, применяя результат работы [4], найдем

0 =
∫

∂Ω

Hj(x)ψ(x)dsx =
∫

∂Ω

Hj(x)f(x)dsx −
∫

∂Ω

Hj(x)rαDα
∗V(x) dsx,

т.е. условием разрешимости задачи 2 является равенство
∫

∂Ω

Hj(x)f(x)dsx =
∫

∂Ω

Hj(x)rαDα
∗V(x) dsx.

Вычислим rαDα∗V(x). Используя представление (6), имеем

rαDα
∗ [V ] (x) =

rα

Γ(m− α)

r∫

0

(r − τ)m−1−α 1
τm

m−1∏

i=0

(
τ

d

dτ
− i

)
V (rθ) dτ =

=
∑

k,s

m−1∏

i=0

(2k + s− i + 2)
(2k + 2)(2k + 2s + n)

Γ(2k + s + 3−m)
Γ(2k + s + 3− α)

|x|2k+2Y (k)
s (x)−

−
∑

k,s

Γ(s + 1)
Γ(s + 1− α)

Y (k)
s (x).

Заметим, что если 2k + s + 2 < α, то Dα∗ [V ] (x) = 0.
Преобразуем интеграл ∫

∂Ω

Hj(x)rαDα
∗V(x)dsx.

Так как для любого j 6= s справедливо равенство
∫

∂Ω

Hj(x)Y (k)
s (x) dsx = 0, (9)
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то ∑

k,s

Γ(s + 1)
Γ(s + 1− α)

∫

∂Ω

Hj(x)Y (k)
s (x) dsx = 0

для любых j, s. Поэтому, достаточно изучить интеграл

I =
∫

∂Ω

Hj(x)
∑

k,s

m−1∏

i=0

(2k + s− i + 2)
(2k + 2)(2k + 2s + n)

Γ(2k + s + 3−m)
Γ(2k + s + 3− α)

|x|2k+2Y (k)
s (x) dsx.

Пусть
g1(x) = |x|2k+2Y (k)

s (x).

Тогда в силу (9) будем иметь
∫

∂Ω

Hj(x)g1(x)dsx =
∫

∂Ω

Hj(x)Y (k)
j (x)dsx.

Следовательно,

I =
∑

k

m−1∏

i=0

(2k + j − i + 2)
(2k + 2)(2k + 2j + n)

Γ(2k + j + 3−m)
Γ(2k + j + 3− α)

∫

∂Ω

Hj(x)Y (k)
j (x) dsx.

Далее, учитывая, что j принимает значения j = 0, 1, . . . , m− 1 имеем

I =
∑

k

m−1∏

i=0,i 6=j

(2k + j − i + 2)
(2k + 2j + n)

Γ(2k + j + 3−m)
Γ(2k + j + 3− α)

∫

∂Ω

Hj(x)Y (k)
j (x) dsx.

Известно (см. [2], лемма 3, с. 417), что выполняется равенство

1
2k + s + j + n

∫

∂Ω

Hj(x)Y (k)
s (x)dsx =

∫

Ω

Hj(x)|x|2kY (k)
s (x) dx. (10)

Тогда, используя (9) и (10), интеграл I можно записать в виде

I =
∑

k,s

m−1∏

i=0,i 6=j

(2k + s− i + 2)
(2k + j + s + n)

Γ(2k + s + 3−m)
Γ(2k + s + 3− α)

∫

∂Ω

Hj(x)Y (k)
s (x) dsx =

=
∑

k,s

m−1∏

i=0,i6=j

(2k + s− i + 2)
Γ(2k + s + 3−m)
Γ(2k + s + 3− α)

∫

Ω

Hj(x)|x|2kY (k)
s (x) dsx =

=
∫

Ω

Hj(x)
∑

k,s

m−1∏

i=0,i6=j

(2k + s− i + 2)
Γ(2k + s + 3−m)
Γ(2k + s + 3− α)

|x|2kY (k)
s (x) dx.

И, наконец, из леммы 6 следует , что

I =
∫

Ω

Hj(x)rαDα,j
∗ [g] (x) dx.

Таким образом, верно равенство
∫

∂Ω

Hj(x)rαDα
∗V(x)dsx =

∫

Ω

Hj(x)rαDα,j
∗ [g] (x) dx.

Отсюда вытекают равенства (3). Теорема 3 доказана.
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