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В работе получены аналитические формулы для вычисления первых
четырех поправок теории возмущений дискретных полуограниченных сни-
зу операторов, когда собственные значения невозмущенных операторов
имеют произвольную кратность.
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In this paper received analytical formulas for calculation first four
corrections of the perturbation theory for discrete semi bounded from below
operators, when eigenvalues of unperturbed operators have free multiplicities.
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Введение

Рассмотрим дискретный полуограниченный снизу оператор T и ограниченный оператор
P , заданные в сепарабельном гильбертовом пространстве H. Пусть {µn}∞n=1 – собственные
значения оператора T , занумерованные в порядке возрастания их величин с учетом крат-
ности, а {ωn}∞n=1 – его ортонормированные собственные функции, соответствующие этим
собственным значениям. Обозначим через νn кратность собственного значения µn операто-
ра T , а количество всех неравных друг другу собственных значений µn оператора T , которые

лежат внутри окружности Tn0 радиуса ρn0 =
|µn0+1 + µn0 |

2
с центром в начале координат

комплексной плоскости, через n0. Пусть {βn}∞n=1 – собственные значения оператора T + P ,
занумерованные в порядке возрастания их действительных частей с учетом алгебраической

кратности. Если для всех n ≥ n0 выполняются неравенства qn =
2‖P‖

|µn+νn
− µn|

< 1, тогда

первые m0 =

n0
∑

n=1

νn собственные значения {βn}m0
n=1

оператора T + P являются решениями

системы m0 нелинейных уравнений вида

m0
∑

k=1

β

p
k =

m0
∑

k=1

µ

p
k +

∞
∑

k=1

α

(p)

k (m0), p = 1, m0. (1)
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Здесь α

(p)

k (m0) =
(−1)

k
p

2πki

Sp

∫

Tn0

µ

p−1

[

PRµ(T )

]k
dµ – k-е поправки теории возмущений опе-

ратора T + P целого порядка p, Rµ(T ) – резольвента оператора T . Известно, что в этом
случае в контуре Tn0 количество собственных значений оператора T при возмущении P не
изменяется [1].

Основываясь на системе нелинейных уравнений (1), в работах [2 – 6] был разработан
метод нахождения первых собственных значений дискретных операторов, который авторами
был назван методом регуляризованных следов (РС).

Если известны значения числовых рядов
∞
∑

k=1

α

(p)

k (m0) поправок теории возмущений це-

лого порядка p = 1, m0 дискретного оператора T + P , тогда система нелинейных алгеб-
раических уравнений (1) позволяет находить его первые m0 собственные значения {βn}m0

n=1
.

Предельные абсолютные погрешности найденных собственных значений βn оператора T +P

зависят от того, с какой точностью вычислены суммы числовых рядов
∞
∑

k=1

α

(p)

k (m0).

В статье [4] разработан численный метод, позволяющий с необходимой точностью вы-
числять суммы числовых рядов поправок теории возмущения для возмущенных самосопря-
женных операторов необходимого порядка. В некоторых случаях суммы числовых рядов
∞
∑

k=1

α

(p)

k (m0) можно приближенно найти, зная их первые члены, т. к. известно, что ряды

сходятся как геометрический ряд со знаменателем q = max
µn

qn [4]. Поэтому важно полу-

чить аналитические формулы вычисления первых поправок α

(p)

k (m0). В работе [3] найдены

аналитические формулы вычисления первых четырех поправок α

(p)

k (m0) для случая, когда
собственные значения оператора T однократные. В данной работе получены в явном виде
формулы вычисления первых четырех поправок в случае произвольной кратности собствен-
ных значений оператора T .

1. Вычисление первых четырех поправок теории возмущений

дискретных операторов

Пусть все предположения, которые сделаны во введении относительно обственных зна-
чений оператора T выполнены, тогда справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Если T – дискретный полуограниченный снизу оператор, а P – ограниченный
оператор, действующие в сепарабельном гильбертовом пространстве H. При этом для

всех n ≥ n0 выполняются неравенства qn < 1. Тогда поправки теории возмущений α

(p)

k (m0)

для k = 1, 4 и любых натуральных p и n0 оператора T + P вычисляются по формулам

α

(p)

1
(m0) = p

n0
∑

n=1

Vnn

(λ
(1)
n − 1)!

d

λ
(1)
n −1

dµ

λ
(1)
n −1

n

(

µ

p−1
n

)

,

α

(p)

2
(m0) =

p

2

n0
∑

n=1

[

V

2
nn

(λ
(2)
n − 1)!

d

λ
(2)
n −1

dµ

λ
(2)
n −1

n

(

µ

p−1
n

)

+

+
2

(λ
(1)
n − 1)!

∑

i6=n

VniVin
d

λ
(1)
n −1

dµ

λ
(1)
n −1

n

(

µ

p−1
n

µn − µi

)]

,

α

(p)

3
(m0) =

p

3

n0
∑

n=1

[

V

3
nn

(λ
(3)
n − 1)!

d

λ
(3)
n −1

dµ

λ
(3)
n −1

n

(

µ

p−1
n

)

+
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+
3

(λ
(2)
n − 1)!

∑

i6=n

VnnVinVni
d

λ
(2)
n −1

dµ

λ
(2)
n −1

n

(

µ

p−1
n

µn − µi

)

+ (2)

+
3

(λ
(1)
n − 1)!

∑

i,j 6=n

VniVijVjn
d

λ
(1)
n −1

dµ

λ
(1)
n −1

n

(

µ

p−1
n

(µn − µi)(µn − µj)

)]

,

α

(p)

4
(m0) =

p

4

n0
∑

n=1

[

V

4
nn

(λ
(4)
n − 1)!

d

λ
(4)
n −1

dµ

λ
(4)
n −1

n

(

µ

p−1
n

)

+

+
4

(λ
(3)
n − 1)!

∑

i6=n

V

2
nnVinVni

d

λ
(3)
n −1

dµ

λ
(3)
n −1

n

(

µ

p−1
n

µn − µi

)

+

+
2

(λ
(2)
n − 1)!

∑

i,j 6=n

VniVjn(2VnnVij + VinVnj)
d

λ
(2)
n −1

dµ

λ
(2)
n −1

n

(

µ

p−1
n

(µn − µi)(µn − µj)

)

+

+
4

(λ
(1)
n − 1)!

∑

i,j,m6=n

VijVjmVmnVni
d

λ
(1)
n −1

dµ

λ
(1)
n −1

n

(

µ

p−1
n

(µn − µi)(µn − µj)(µn − µm)

)]

,

где Vij = (Pωi, ωj) – скалярное произведение, {µn}∞n=1 – собственные значения опера-
тора T , {ωn}∞n=1 – ортонормированные собственные функции, соответствующие этим
собственным значениям, νn – кратность соответственного собственного значения µn,

λ

(k)
n =

{

ν

k
n, νn > 1,

k, νn = 1.

Доказательство. Согласно определению первой поправки теории возмущения и теореме о
вычетах, имеем

α

(p)

1
(m0) = − p

2πi

Sp

∫

Tn0

µ

p−1
[

PRµ(T )

]

dµ =

= − p

2πi

(

∫

Tn0

µ

p−1
[

PRµ(T )

]

ωndµ, ωn

)

=
p

2πi

(

∫

Tn0

µ

p−1
∑

i

Pωi

µ − µi
dµ, ωi

)

=

=
p

2πi

∫

Tn0

∑

i

µ

p−1

µ − µi
(Pωi, ωi)dµ = p

m0
∑

n=1

∑

i

(Pωi, ωi) res
µn

µ

p−1

µ − µi
.

Обозначим через Vij скалярное произведение (Pωi, ωj). Собственные значения µn оператора
T кратности νn. Если i = n, тогда

m0
∑

n=1

res
µn

µ

p−1

(µ − µi)
=

n0
∑

n=1

res
µn

µ

p−1

(µ − µi)
νn

=

=

n0
∑

n=1

1

(λ
(1)
n − 1)!

lim
µ→µn

d

λ
(1)
n −1

dµ

λ
(1)
n −1

n

(

µ

p−1
)

=

n0
∑

n=1

1

(λ
(1)
n − 1)!

d

λ
(1)
n −1

dµ

λ
(1)
n −1

n

(

µ

p−1
n

)

.
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Если i 6= n res
µn

µ

p−1

(µ − µi)
= 0. Окончательно получим

α

(p)

1
(m0) = p

n0
∑

n=1

Vnn

(λ
(1)
n − 1)!

d

λ
(1)
n −1

dµ

λ
(1)
n −1

n

(

µ

p−1
n

)

.

Рассмотрим вторую поправку:

α

(p)

2
(m0) =

p

4πi

Sp

∫

Tn0

µ

p−1
[

PRµ(T )

]2

dµ =

=
p

4πi

(

∫

Tn0

µ

p−1
[

PRµ(T )

]2

ωndµ, ωn

)

=

=
p

4πi

∫

Tn0

µ

p−1
([

∑

i

Pωi

µ − µi

]2

, ωi

)

dµ =

=
p

2

m0
∑

n=1

∑

i,j

VijVji res
µn

µ

p−1

(µ − µi)(µ − µj)
.

Возможны следующие варианты вычисления вычета:
1) µi = µn, µj 6= µn

m0
∑

n=1

res
µn

µ

p−1

(µ − µi)(µ − µj)
=

n0
∑

n=1

1

(λ
(1)
n − 1)!

d

λ
(1)
n −1

dµ

λ
(1)
n −1

(

µ

p−1

µ − µj

)

;

2) µi = µj = µn

m0
∑

n=1

res
µn

µ

p−1

(µ − µi)(µ − µj)
=

n0
∑

n=1

res
µn

µ

p−1

(µ − µn)λ
(2)
n

=

=

n0
∑

n=1

1

(λ
(2)
n − 1)!

d

λ
(2)
n −1

dµ

λ
(2)
n −1

n

(

µ

p−1
n

)

.

Таким образом,

α

(p)

2
(m0) =

p

2

n0
∑

n=1

[

V

2
nn

(λ
(2)
n − 1)!

d

λ
(2)
n −1

dµ

λ
(2)
n −1

n

(

µ

p−1
n

)

+

+
2

(λ
(1)
n − 1)!

∑

j 6=n

VnjVjn
d

λ
(1)
n −1

dµ

λ
(1)
n −1

n

(

µ

p−1
n

µn − µj

)]

.

Аналогично находим третью и четвертую поправки.

В случае, когда спектр оператора T простой, полученные формулы (2) совпадают с
ранее полученными в работе [7] формулами нахождения первых четырех поправок теории
возмущений.
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2. Численный эксперимент

Для проверки полученных формул (2) в случае кратных собственных значений невозму-
щенного оператора T рассмотрим спектральную задачу для оператора Лапласа. Пусть опе-

ратор T = −∆ задан на прямоугольнике Π = [0, a]× [0, b] с границей Γ. Здесь ∆ =
∂

2

∂x

2
+

∂

2

∂y

2

– оператор Лапласа. В качестве возмущения P возьмем оператор умножения на дважды
непрерывно дифференцируемую функцию p(x, y), определенную на прямоугольнике Π.

Рассмотрим спектральную задачу

(T + P )ϕ = βϕ, ϕ ∈ DT . (3)

DT =

{

ϕ | ϕ ∈ C

2
(Π)

⋂

C[Π], ∆ϕ ∈ L2[Π] : ϕ

∣

∣

∣

Γ
= 0

}

.

Известно, что собственные значения µnk и собственные функции ωnk оператора T имеют
вид:

µnk = π

2
(

n

2

a

2
+

k

2

b

2

)

, ωnk(x, y) =
2√
ab

sin
nπx

a

sin
kπy

b

, n, k = 1,∞.

Cистема собственных функций {ωnk}∞n,k=1
является базисом пространства L2[Π]. В слу-

чае, когда
a

2

b

2
– рациональное число оператор T имеет кратные собственные значения.

Пронумеруем собственные значения {µnk}∞n,k=1
и собственные функции {ωnk}∞n,k=1

опе-
ратора T одним индексом в порядке возрастания величин µnk с учетом кратности.

В таблицах 1 и 2 приведены результаты вычислений первых собственных значений спек-
тральной задачи (3), найденных методом РС и методом Бубнова – Галеркина. В первом слу-
чае собственные значения обозначены ̂

βn, во втором – ˜

βn. Причем суммы числовых рядов
∞
∑

k=1

α

(p)

k (m0) в методе РС приближались их четвертыми частичными суммами, используя

формулы (2).
Проведенные расчеты показывают, что результаты вычислений первых собственных

значений возмущенного оператора Лапласа методом РС, используя формулы (2) и мето-
дом Бубнова – Галеркина хорошо согласуются.

Таблица 1

Собственные значения ̂

βn и ˜

βn для возмущенного оператора Лапласа,
вычисленных при a = 1, b = 1 и p(x, y) = x + y

n µn
̂

βn
˜

βn |̂βn − ˜

βn|

1 19, 739 20, 748 20, 737 0, 011

2 49, 348 50, 356 50, 347 0, 009

3 49, 348 50, 356 50, 347 0, 009

4 78, 957 79, 969 79, 958 0, 011

5 98, 696 99, 708 99, 695 0, 013

6 98, 696 99, 708 99, 695 0, 013

7 128, 305 129, 319 129, 305 0, 014

8 128, 305 129, 319 129, 305 0, 014

9 167, 783 168, 799 168, 782 0, 017

10 167, 784 168, 799 168, 782 0, 017

11 177, 654 178, 672 178, 653 0, 019
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Таблица 2

Собственные значения ̂

βn и ˜

βn для возмущенного оператора Лапласа,
вычисленных при a = 2, b = 1 и p(x, y) = (1 + i)x

4
y

2

n µn
̂

βn
˜

βn |̂βn − ˜

βn|

1 12, 3370 12, 8462 + 0, 4278i 12, 8443 + 0, 4266i 0, 002

2 19, 7392 20, 5362 + 0, 7586i 20, 5352 + 0, 7526i 0, 006

3 32, 0762 32, 9342 + 0, 8121i 32, 9303 + 0, 8135i 0, 004

4 41, 9458 42, 5287 + 0, 4998i 42, 5247 + 0, 4945i 0, 007

5 49, 3480 50, 0276 + 0, 6821i 50, 0228 + 0, 6758i 0, 008

6 49, 3480 50, 0276 + 0, 7821i 50, 0597 + 0, 8646i 0, 089
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