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ЛИНЕЙНЫЕ ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОДНОГО
КЛАССА ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ УРАВНЕНИЙ
СОБОЛЕВСКОГО ТИПА
А.И. Кожанов

Для вырождающихся уравнений соболевского типа с эллиптико-параболическим
оператором в старшей части исследована разрешимость линейных обратных задач с
финальным и интегральным переопределением. Доказано существование регулярных
решений.

Ключевые слова: линейные обратные задачи, финальное переопределение, инте-
гральное переопределение, вырождающиеся уравнения соболевского типа, регулярные
решения, существование.

Уравнения соболевского типа, иначе называемые уравнениями, неразрешенными отно-
сительно производной, после известной работы С.Л.Соболева [1] являются объектом ис-
следования для многих авторов — см., например, монографии [2 – 9] и имеющуюся в них
библиографию. В основном для различных классов уравнений соболевского типа изучались
вопросы существования и несуществования решений, единственности решений, вопросы,
связанные с изучением свойств решений (прежде всего свойств гладкости и асимптотики),
обратные же задачи, линейные или нелинейные, изучены относительно слабо. В направ-
лении, связанном с направлением настоящей работы, можно отметить лишь статьи [10 –
16], но при этом для вырождающихся уравнений того класса, который будет указан ниже,
обратные задачи ранее не изучались.

Перейдем к содержательной части работы. Пусть x есть точка ограниченной области Ω
пространства Rn с гладкой (для простоты — бесконечно-дифференцируемой) границей Γ, t
есть число из интервала (0, T ), 0 < T < +∞, Q есть цилиндр Ω × (0, T ), S = Γ × (0, T ) —
боковая граница Q. Далее, пусть aij(x), bij(x), i, j = 1, . . . , n, a0(x), b0(x), K(t), h(t) и f(x, t)
— заданные при x ∈ Ω, t ∈ [0, T ] функции, A и B — эллиптико-параболический и соот-
ветственно эллиптический дифференциальные операторы, действие которых определяется
равенствами

Au =
∂

∂xi

(
aij(x)uxj

)
+ a0(x)u,

Bu =
∂

∂xi

(
bij(x)uxj

)
+ b0(x)u

(здесь и далее считается, что по повторяющимся индексам ведется суммирование в пределах
от 1 до n; точные условия на операторы A и B будут указаны ниже).

Обратная задача I: найти функции u(x, t) и q(x), связанные в цилиндре Q уравнением

Aut + Bu = f(x, t) + q(x)h(x, t), (1)

при выполнении для функции u(x, t) условий

u(x, t)|S = 0; (2)
u(x, 0) = 0, x ∈ Ω; (3)
u(x, T ) = 0, x ∈ Ω. (4)
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Обратная задача II: найти функции u(x, t) и q(x), связанные в цилиндре Q уравнени-

ем (1), при выполнении для функции u(x, t) условий (2) и (3), а также условия

T
∫

0

K(t)u(x, t)dt = 0, x ∈ Ω. (5)

Уточним, что в рассматриваемых обратных задачах условия (2) и (3) есть условия

«обычной», или прямой, задачи для уравнения

Aut + Bu = f(x, t),

условия же (4) или (5) есть условия переопределения финального или соответственно инте-

грального типа, наличие которых обусловливается наличием дополнительной неизвестной

функции q(x).
Исследованию разрешимости обратной задачи I предпошлем исследование разрешимо-

сти краевой задачи для специального класса «нагруженных» [17 – 19] уравнений.

Пусть выполняется условие

h(x, T ) 6= 0 при x ∈ Ω.

Положим

h1(x, t) =
h(x, t)

h(x, T )
, f1(x, t) = f(x, t) − f(x, T )h1(x, t).

Рассмотрим краевую задачу: найти функцию u(x, t), являющуюся в цилиндре Q решением

уравнения

Aut + Bu = f1(x, t) + h1(x, t)Aut(x, T ) (6)

и такую, что для нее выполняются условия (2) и (3). Именно с помощью решения данной

краевой задачи будет построено решение исходной обратной задачи I.

Уравнение (6) является так называемым «нагруженным» дифференциальным уравне-

нием [17 – 19]. Ранее разрешимость тех или иных краевых задач для «нагруженных» вы-

рождающихся уравнений соболевского типа вида (6) не изучалась.

Ниже через ν = (ν1, . . . , νn) будем обозначать вектор внутренней нормали к границе Γ
в текущей точке x.

Приведем вспомогательное утверждение о свойстве коэрцитивности пары операторов A
и B.
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Предложение 1. Пусть выполнены условия

aij(x) ∈ C2(Ω), bij(x) ∈ C2(Ω), aij(x) = aji(x), bij(x) = bji(x), x ∈ Ω, i, j = 1, . . . , n; (7)

a0(x) ∈ C1(Ω), b0(x) ∈ C1(Ω), a0(x) ≤ −a0 < 0, b0(x) ≤ −b0 < 0, x ∈ Ω; (8)

∃αi(x) : αi(x) ∈ C(Ω), αi(x) ≥ 0, x ∈ Ω, i = 1, . . . , n,

αi(x)ξ2

i ≤ aij(x)ξiξj ≤ M0α
i(x)ξ2

i , x ∈ Ω, ξ ∈ R
n; (9)

∣

∣aij
xk

(x)
∣

∣ ≤ M1

√

αi(x), x ∈ Ω, i, j, k = 1, . . . , n; (10)

aij(x)νiνj = 0 при x ∈ Γ; (11)

bij(x)ξiξj ≥ m0|ξ|
2, m0 > 0, x ∈ Ω, ξ ∈ R

n; (12)
[

a0(x)bij(x) + b0(x)aij(x) +
1

2

(

aij
xk

(x)bkl(x)
)

xl

+
1

2

(

bij
xk

(x)akl(x)
)

xl

−

−
(

ail
xk

(x)bjk
xl

(x)
)

]

ξiξj ≤ 0, x ∈ Ω, ξ ∈ R
n; (13)

a0(x)b0(x) +
1

2

(

a0xi
(x)bij(x)

)

xj

+
1

2

(

b0xi
(x)aij(x)

)

xj

≥ 0, x ∈ Ω. (14)

Тогда для любой функции v(x) из пространства W 2

2
(Ω)

⋂

◦

W 1

2
(Ω) справедливо неравенство

∫

Ω

Av · Bvdx ≥ 0. (15)

Доказательство. Интегрируя по частям и используя обращение функции v(x) в нуль на Γ,

получим

∫

Ω

Av · Bv dx =

∫

Ω

aijbklvxjxk
vxixl

dx −

∫

Ω

[

a0b
klvxk

vxl
+ b0a

ijvxi
vxj

+
1

2

(

aijbkl
xi

)

xj

vxk
vxl

+

+
1

2

(

aij
xk

bkl
)

xl

vxi
vxj

− aij
xk

bkl
xi

vxl
vxj

]

dx +

∫

Ω

[

a0b0 +
1

2

(

a0xi
bij

)

xj

+
1

2

(

b0xi
aij

)

xj

]

v2 dx−

−

∫

Γ

aijvxj
νi

∂

∂xk

(

bklvxl

)

ds+

∫

Γ

aijvxj

∂

∂xi

(

bklvxl

)

νk ds−
1

2

∫

Γ

aijbkl
xi

vxl
vxk

νj ds−
1

2

∫

Γ

aij
xk

bklvxi
vxj

νl ds.

В правой части этого равенства все интегралы по области Ω неотрицательны — вследствие

условий (9), (12)–(14). Далее, все интегралы по границе в правой части равны нулю. Дей-

ствительно, первый и третий граничные интегралы равны нулю, поскольку вследствие (9)

и (10) выполняется

aij(x)νj = 0 при x ∈ Γ, i = 1, . . . , n. (16)

Четвертый граничный интеграл обращается в нуль вследствие равенства vxi
νl = vxl

νi, усло-

вия (10), а также вследствие того, что произведение αi(x)νi обращается в нуль на Γ. Наконец,

второй граничный интеграл равен нулю вследствие равенства vxj
νk = vxk

νj и равенства (16).

Из приведенного анализа и следует требуемое.

Вернемся к обратной задаче I.

Обозначим

h1 = vraimax
Q

∣

∣h1t(x, t)
∣

∣.
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Теорема 1. Пусть выполняются условия (7)–(14), а также условия

∣

∣h(x, T )
∣

∣ ≥ h0 > 0 при x ∈ Ω; (17)

h1(x, t) ∈ W 2

∞(Q), h(x, t) ∈ L∞(Q), h(x, 0) = ht(x, 0) = 0 при x ∈ Ω; (18)

f(x, t) ∈ L2(Q), ft(x, t) ∈ L2(Q), ftt(x, t) ∈ L2(Q), f(x, 0) = ft(x, 0) = 0 при x ∈ Ω; (19)

∃N0 : N0 > T, h
2

1
<

N0 − T

2N2

0
T

. (20)

Тогда обратная задача I имеет решение
{

u(x, t), q(x)
}

такое, что

u(x, t) ∈ L2

(

0, T ; W 2

2
(Ω)

⋂ ◦

W 1

2
(Ω)

)

, ut(x, t) ∈ L2

(

0, T ; W 2

2
(Ω)

⋂ ◦

W 1

2
(Ω)

)

,

Aut(x, T ) ∈ L2(Ω), q(x) ∈ L2(Ω).

Доказательство. Пусть ε есть положительное число, Aε есть оператор, действие которого

определяется равенством

Aεu = Au + εBu.

Обозначим для краткости через Vm, m ∈ N, пространство

Vm =

{

v(x, t) :
∂kv(x, t)

∂tk
∈ L2

(

0, T ; W 2

2
(Ω)

⋂ ◦

W 1

2
(Ω)

)

, k = 0, 1, . . . , m

}

;

норму в этом пространстве определим естественным образом

‖v‖Vm
=

m
∑

k=0

∥

∥

∥

∥

∂kv

∂tk

∥

∥

∥

∥

L2(0,T ; W 2
2

(Ω)
T

◦

W 1
2
(Ω))

.

Рассмотрим краевую задачу: найти функцию u(x, t), являющуюся в цилиндре Q реше-

нием уравнения

Aεuttt + Butt = f1tt(x, t) + h1tt(x, t)Aut(x, T ) (21)

и такую, что для нее выполняются условия

u(x, 0) = ut(x, 0) = utt(x, 0), x ∈ Ω, (22)

а также условие (2). Покажем, что при фиксированном ε данная задача разрешима в про-

странстве V3.

Уравнение (21) рассматриваемой задачи вновь является «нагруженным», и потому для

доказательства разрешимости задачи (21), (22), (2) воспользуемся методом продолжения по

параметру.

Пусть λ есть число из отрезка [0, 1]. Рассмотрим задачу: найти функцию u(x, t), явля-

ющуюся в цилиндре Q решением уравнения

Aεuttt + Butt = f1tt(x, t) + λh1tt(x, t)Aut(x, T ) (21λ)

и такую, что для нее выполняются условия (2) и (22). Как известно, для разрешимости

краевой задачи (21λ), (2), (22) в пространстве V3 при всех λ из отрезка [0, 1] достаточно
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показать, что краевая задача (210), (2), (22) разрешима в пространстве V3, и что для все-

возможных решений задачи (21λ), (2) имеет место равномерная по λ априорная оценка

‖u‖V3
≤ R0 (23)

— см. [20].

Разрешимость краевой задачи (210), (2), (22) в пространстве V3 при выполнении условий

теоремы известна — см. [21]. Покажем, что для решений краевой задачи (21λ), (2), (22) имеет

место оценка (23).

Пусть u(x, t) есть решение краевой задачи (21λ), (2), (22) из пространства V3. Вследствие

условий (18), (19) для функции u(x, t) выполняется равенство

Aεutt + But = f1t(x, t) + h1t(x, t)Aut(x, T ). (24)

Умножим это равенство на (N0 − t)Aut(x, t) и проинтегрируем по цилиндру Q. Интегрируя

по частям, используя доказанное выше утверждение, неравенство Юнга и условие (20),

получим, что выполняется оценка

∫

Q

(Aεut)
2dxdt +

∫

Ω

[

Aut(x, T )
]

2
dx ≤ C1 (25)

с постоянной C1, определяющейся лишь функциями f(x, t) и h(x, t), а также числом T .

Умножим теперь уравнение (21λ) на функцию Aεutt(x, t) и проинтегрируем по цилин-

дру Q. Используя доказанное утверждение, условия (18) и (19), оценку (24), применяя нера-

венство Юнга, получим вторую оценку

∫

Q

(Aεutt)
2 dx dt ≤ C2 (26)

с постоянной C2, определяющейся лишь функциями f(x, t) и h(x, t), а также числом T .

Третья оценка
∫

Q

(Aεuttt)
2dx dt ≤ C3 (27)

очевидна.

Поскольку оператор Aε эллиптичен, то из оценок (25)–(27) и из второго основного нера-

венства для эллиптических операторов [22] следует требуемая оценка (23).

Как уже говорилось выше, из разрешимости в V3 краевой задачи (210), (2), (22) и из

оценки (23) следует, что краевая задача (21λ), (2), (22) разрешима в пространстве V3. Но

тогда и задача (21), (2), (22) будет разрешима в пространстве V3.

Итак, краевая задача (21), (2), (22) имеет решение uε(x, t), принадлежащее пространству

V3. Для функций uε(x, t) выполняются уравнение (24) и равномерные по ε оценки (25) и (26).

Следовательно, будет выполняться равномерная по ε оценка

∫

Q

(Buε
t )

2dx dt ≤ C4. (28)

Эта оценка, условия (7) и (12), а также второе основное неравенство для эллиптических

операторов означают, что выполняется неравенство

‖uε‖V1
≤ C0 (29)
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с постоянной C0, определяющейся лишь функциями f(x, t), h(x, t), bij(x), i, j = 1, . . . , n,

b0(x), областью Ω и числом T . Из оценок (25), (26) и (29), теоремы о возможности выбо-

ра слабо сходящейся последовательности из ограниченного в гильбертовом пространстве

множества [20] и теорем вложения [22] из семейства
{

uε(x, t)
}

можно выделить последова-

тельность
{

um(x, t)
}

такую, что для некоторой функции u(x, t) при m → ∞ имеют место

сходимости

εm → 0,

um(x, t) → u(x, t) слабо в V1,

Aumt(x, T ) → Aut(x, T ) слабо в L2(Ω),

εmBumt(x, t) → 0 слабо в L2(Q).

Для функций um(x, t) выполняется равенство

Aεm
umt + Bum = f1(x, t) + h1(x, t)Aumt(x, T ). (30)

Используя указанные выше сходимости, нетрудно показать, что в уравнении (30) можно

перейти к пределу при m → ∞. Очевидно, что для предельной функции u(x, t) будет вы-

полняться уравнение (6) и условия (2) и (3).

Определим функцию q(x):

q(x) =
1

h(x, T )

[

Aut(x, T ) − f(x, T )
]

.

Очевидно, что функции u(x, t) и q(x) связаны в цилиндре Q уравнением (1). Далее, имеет

место равенство

Bu(x, T ) = 0.

Поскольку функция u(x, T ) обращается в нуль при x ∈ Γ, то из этого равенства следует

выполнение для функции u(x, t) условия (4).

Сказанное выше означает, что функции u(x, t) и q(x) представляют собой решение об-

ратной задачи I из требуемого класса.

Обратимся теперь к исследованию разрешимости обратной задачи II.

Пусть выполняется условие

h0(x) =

T
∫

0

K(t)h(x, t) dt 6= 0 при x ∈ Ω.

Положим

f0(x) =

T
∫

0

K(t)f(x, t) dt, h2(x, t) =
h(x, t)

h0(x)
,

f2(x, t) = f(x, t) − f0(x)h(x, t).

Рассмотрим краевую задачу: найти функцию u(x, t), являющуюся в цилиндре Q решением

уравнения

Aut + Bu = f2(x, t) + h2(x, t)

[

K(T )Au(x, T ) −

T
∫

0

K ′(t)Au(x, t) dt

]

(31)
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и такую, что для нее выполняется условия (2) и (3). Решение обратной задачи II будет

определяться решением данной прямой задачи.

Уравнение (31) вновь является «нагруженным», и вновь разрешимость тех или иных

краевых задач для «нагруженных» вырождающихся уравнений соболевского типа вида (31)

ранее не изучалась.

Обозначим

h2 = vraimax
Q

∣

∣h2(x, t)
∣

∣, k2 = Th
2

2
.

Теорема 2. Пусть выполняются условия (7)–(14), а также условия
∣

∣h0(x)
∣

∣ ≥ h0 > 0 при x ∈ Ω; (32)

h2(x, t) ∈ W 2

∞(Q), h(x, t) ∈ L∞(Q), h(x, 0) = ht(x, 0) = 0 при x ∈ Ω; (33)

f(x, t) ∈ L2(Q), ft(x, t) ∈ L2(Q), ftt(x, t) ∈ L2(Q), f(x, 0) = ft(x, 0) = 0 при x ∈ Ω; (34)

∃ δ1 ∈ (0, 1), ∃N0 : N0 > T, N0 − T −
N2

0
k1K(T )

δ2

1

>
N2

0
k1

1 − δ2

1

. (35)

Тогда обратная задача II имеет решение
{

u(x, t), q(x)
}

такое, что

u(x, t) ∈ L2

(

0, T ; W 2

2
(Ω)

⋂ ◦

W 1

2
(Ω)

)

, ut(x, t) ∈ L2

(

0, T ; W 2

2
(Ω)

)

,

Au(x, T ) ∈ L2(Ω), q(x) ∈ L2(Ω).

Доказательство данной теоремы проводится в целом вполне аналогично доказательству

теоремы 1, только вместо вспомогательного уравнения (21) нужно использовать уравнение

Aεuttt + Butt = f2tt(x, t) + h2tt(x, t)

[

K(T )Au(x, T ) −

T
∫

0

K ′(τ)Au(x, τ)dτ

]

.

Обозначим

˜h2 = vraimax
Q

∣

∣h2t(x, t)
∣

∣.

Теорема 3. Пусть выполняются условия (7)–(14), (32)–(35), а также условие

4T 3
˜h2

2

T
∫

0

K2(t)dt < 1.

Тогда обратная задача II имеет решение
{

u(x, t), q(x)
}

такое, что

u(x, t) ∈ L2

(

0, T ; W 2

2
(Ω)

⋂ ◦

W 1

2
(Ω)

)

, ut(x, t) ∈ L2

(

0, T ; W 2

2
(Ω)

⋂ ◦

W 1

2
(Ω)

)

, q(x) ∈ L2(Ω).

Вспомогательным уравнением в этом случае является уравнение

Aεuttt + Butt = f2tt(x, t) + h2tt(x, t)

T
∫

0

Aut(x, t)dt,

в качестве же числа N0 возьмем число T . В остальном доказательство теоремы 3 повторяет

доказательство теоремы 1.
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Linear Inverse Problems for a Class of Degenerate
Equations of Sobolev Type
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Considering degenerate equations of Sobolev type with principal part an elliptic

parabolic operator, we study solvability of linear inverse problems with final and integral

overdetermination and prove existence of regular solutions.
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