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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ñòàëè ñà-
ìîñòîÿòåëüíîé îáëàñòüþ èññëåäîâàíèÿ è ïîëó÷èëè áîëüøîå ðàçâèòèå. Ñîâðåìåííûå
÷èñëåííî ýôôåêòèâíûå îðòîãîíàëèçîâàííûå àëãîðèòìû ïðèâëåêàòåëüíû íå òîëüêî
ñâîåé óñòîé÷èâîñòüþ ê îøèáêàì ìàøèííîãî îêðóãëåíèÿ, íî è ïðèñïîñîáëåííîñòüþ
àëãîðèòìîâ, èñïîëüçóþùèõ ðàçëè÷íûå òèïû ìàòðè÷íûõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé, ê ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè íà ïàðàëëåëüíûõ èëè âåêòîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ñèñòåìàõ. Ýòè ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò ðàçðàáàòûâàòü íîâûå ýôôåêòèâíûå èíôîðìàöè-
îííûå òåõíîëîãèè, â ÷àñòíîñòè, ïðè ðåøåíèè çàäà÷ â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè è
ïðè îáðàáîòêå áîëüøèõ äàííûõ. Ñòàòüÿ ñîäåðæèò êðàòêèé îáçîð ñîâðåìåííûõ îðòîãî-
íàëèçîâàííûõ àëãîðèòìîâ îïòèìàëüíîé ëèíåéíîé äèñêðåòíîé ôèëüòðàöèè. Ðàññìîò-
ðåíû ÷åòûðå êëàññà îðòîãîíàëèçîâàííûõ àëãîðèòìîâ: êâàäðàòíî-êîðíåâûå îðòîãîíà-
ëèçîâàííûå àëãîðèòìû, àëãîðèòìû íà îñíîâå ìåòîäîâ âçâåøåííîé îðòîãîíàëèçàöèè,
J-îðòîãîíàëèçîâàííûå àëãîðèòìû è àëãîðèòìû íà áàçå ìåòîäîâ ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæå-
íèÿ. Ïðèâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ àëãîðèòìîâ ïî òèïàì ìàòðè÷íûõ îðòîãîíàëüíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé, íà îñíîâå êîòîðûõ ýòè àëãîðèòìû ïîñòðîåíû. Òàêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîç-
âîëÿåò ëåã÷å ïîíÿòü ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îðòîãîíàëèçîâàííîãî ôèëüòðà è âûáðàòü ñïî-
ñîá ýôôåêòèâíîé ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ â êëàñ-
ñå ìíîãîìåðíûõ äèñêðåòíûõ ëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì. Â ðàáîòå èññëåäîâàíû
âû÷èñëèòåëüíûå àñïåêòû îðòîãîíàëèçîâàííûõ àëãîðèòìîâ: ÷èñëåííàÿ óñòîé÷èâîñòü ê
îøèáêàì ìàøèííîãî îêðóãëåíèÿ è ñïîñîáû ýôôåêòèâíîé ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè.
Âñå ðàññìîòðåííûå àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè ñòàíäàðòíîé
ðåàëèçàöèè äèñêðåòíîãî ôèëüòðà Êàëìàíà, íî ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäÿò åãî ïî ñâî-
èì âû÷èñëèòåëüíûì ñâîéñòâàì. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñðàâíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ
ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ïðèìåíåíèå îðòîãîíàëèçîâàííûõ àëãîðèòìîâ ïðè
ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ïîìîãàåò ïîëó÷èòü ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûå è íàäåæíûå
ðåøåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèñêðåòíàÿ ôèëüòðàöèÿ; ëèíåéíûå ñòîõàñòè÷åñêèå ñèñòåìû;

ôèëüòð Êàëìàíà; ìàòðè÷íûå îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ; îðòîãîíàëèçîâàííûå

àëãîðèòìû.

Ââåäåíèå

Â ëþáîé îáëàñòè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, ñâÿçàííîé ñ ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëèðî-
âàíèåì, äàííûå, ñîáèðàåìûå â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèÿ çà íåêîòîðûì îáúåêòîì, ñëó-
æàò èñõîäíûì ìàòåðèàëîì äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷, êàê ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè, îñíîâàííîå íà ìîäåëè îöåíèâàíèå ñîñòîÿíèÿ è îñíîâàííîå íà îöåíêàõ óïðàâ-
ëåíèå îáúåêòîì.

Ïîñêîëüêó äàííûå âñåãäà ïåðâè÷íû, äëÿ ëþáîé íàóêè, èìåþùåé äåëî ñ äàííû-
ìè, ìîäåëèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ãëàâíûõ çàäà÷. Ìîäåëü èçâëåêàåò èíôîðìà-
öèþ èç äàííûõ áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî îíà âûÿâëÿåò îòíîøåíèÿ ìåæäó èçìåðÿåìûìè
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õàðàêòåðèñòèêàìè îáúåêòà è òåì ñàìûì ïîçâîëÿåò (åñëè îíà íå äåñêðèïòèâíàÿ, à ïðå-
äèêòèâíàÿ), ïðåäñêàçûâàòü ñâîéñòâà èëè ïîâåäåíèå îáúåêòà âñÿêèé ðàç äî òîãî, êàê
î íåì ïîñòóïÿò íîâûå ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé. Ïðåäèêòèâíàÿ ìîäåëü, êàê ïðàâèëî,
âûðàæàåò èíôîðìàöèþ îá îáúåêòå â ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìå, ïîýòîìó èñïîëüçîâà-
íèå òàêèõ ìîäåëåé ñïðàâåäëèâî îòíîñÿò ê îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ èíôîðìàöèîííûõ
òåõíîëîãèé. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ñîâðåìåííûì ìåòîäàì îïòèìàëüíîé äèñêðåò-
íîé ôèëüòðàöèè â çàäà÷å îöåíèâàíèÿ ñîñòîÿíèé ìíîãîìåðíûõ äèñêðåòíûõ ëèíåéíûõ
ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñëîæíûõ ñèñòåì íà îñíîâå èçìåðèòåëüíûõ äàííûõ.

Ôèëüòð Êàëìàíà (ÔÊ) [1] ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå èçâåñòíûì ìàòåìàòè÷åñêèì ðåêóð-
ðåíòíûì àëãîðèòìîì îöåíèâàíèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ëèíåéíîé ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòå-
ìû íà îñíîâå äîñòóïíûõ èçìåðåíèé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò øèðîêèé êëàññ
ðîáàñòíûõ (÷èñëåííî óñòîé÷èâûõ ê îøèáêàì ìàøèííîãî îêðóãëåíèÿ) ìîäèôèêàöèé
ÔÊ, êîòîðûå îñíîâàíû íà ðàçëè÷íûõ ìåòîäàõ ôàêòîðèçàöèè êîâàðèàöèîííûõ ìàò-
ðèö. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî íàó÷íûõ ïóáëèêàöèé â îáëàñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî îöåíèâà-
íèÿ ïîäòâåðæäàåò ïðàêòè÷åñêóþ ýôôåêòèâíîñòü äàííûõ ìåòîäîâ.

Ñðåäè âñåõ ðîáàñòíûõ ìîäèôèêàöèé ÔÊ ìîæíî âûäåëèòü êëàññ îðòîãîíàëèçîâàí-
íûõ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå ïðåâîñõîäÿò ïî ñâîèì âû÷èñëèòåëüíûì ñâîéñòâàì ñòàí-
äàðòíûå àëãîðèòìû êàëìàíîâñêîé ôèëüòðàöèè. Ñîâðåìåííûå îðòîãîíàëèçîâàííûå
àëãîðèòìû îáëàäàþò óëó÷øåííûìè âû÷èñëèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè, âêëþ÷àÿ óñòîé-
÷èâîñòü ê îøèáêàì ìàøèííîãî îêðóãëåíèÿ, êîìïàêòíóþ è îäíîðîäíóþ ñòðóêòóðó,
êîòîðàÿ íåïîñðåäñòâåííî îðèåíòèðîâàíà íà åäèíîîáðàçíóþ îáðàáîòêó âñåõ äàííûõ è
èäåàëüíà äëÿ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ñðåäñòâàìè ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî îáðàáàòûâàòü áîëüøèå îáúåìû äàííûõ.

Äàííàÿ ñòàòüÿ, ÿâëÿÿñü, ïî ñóùåñòâó, îáçîðíîé, èìååò â ñâîåé îñíîâå èçëîæå-
íèå òåõ êëþ÷åâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èäåé, êîòîðûå ïðèâåëè ê ñàìûì ýôôåêòèâíûì
âû÷èñëèòåëüíûì àëãîðèòìàì âî âñåõ ïðèëîæåíèÿõ, ãäå òàê èëè èíà÷å âîçíèêàåò ïî-
òðåáíîñòü â ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ îïòèìàëüíîé äèñêðåòíîé ôèëüòðàöèè.

Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ï. 1 èçëàãàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîé
äèñêðåòíîé ôèëüòðàöèè ñîñòîÿíèÿ ìíîãîìåðíîé äèñêðåòíîé ëèíåéíîé ñòîõàñòè÷å-
ñêîé ñèñòåìû è ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå òèïû àëãîðèòìîâ äèñêðåòíîé ôèëüòðàöèè.
Â ï. 2 ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå èäåè, ïîçâîëÿþùèå ïðåîäîëåòü ÷èñëåííóþ íåóñòîé-
÷èâîñòü ñòàíäàðòíîãî ôèëüòðà Êàëìàíà. Â ï. 3 îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè
è ýôôåêòèâíîé ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè îðòîãîíàëèçîâàííûõ àëãîðèòìîâ.

1. Ïðåäïîñûëêè

Ðàññìîòðèì ìíîãîìåðíóþ äèñêðåòíóþ ëèíåéíóþ ñòîõàñòè÷åñêóþ ñèñòåìó S,
ïðåäñòàâëåííóþ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé óðàâíåíèÿìè

xk+1 = Fkxk +Bkuk +Gkwk, (1)

zk+1 = Hk+1xk+1 + vk+1, k ≥ 0, (2)

ãäå k � äèñêðåòíûé îòñ÷åò âðåìåíè, xk ∈ Rn � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, ïîäëåæàùèé îöåíèâà-
íèþ; zk ∈ Rm � äîñòóïíûé âåêòîð èçìåðåíèé; uk ∈ Rd � äåòåðìèíèðîâàííîå óïðàâëå-
íèå. Øóìû {wk} è {vk} � íåçàâèñèìûå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è ìàòðèöàìè êîâàðèàöèé Qk ≥ 0 è Rk > 0,
ñîîòâåòñòâåííî. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ x0 ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì ñëó-
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÷àéíûì âåêòîðîì ñ õàðàêòåðèñòèêàìè x0 ∼ N (x̄0,Π0). Âåêòîð x0 íå çàâèñèò îò {wk}
è {vk}.

Äèñêðåòíàÿ ëèíåéíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà S (1), (2) ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ìîäåëüþ îáúåêòîâ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû. Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ
íåäîñòóïíû ïðÿìîìó íàáëþäåíèþ ââèäó ïðèñóòñòâèÿ ïîìåõ â (2), ìû ìîæåì âû-
÷èñëèòü òîëüêî îöåíêè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è îöåíèâàíèÿ
(èëè ôèëüòðàöèè). Äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ìèíèìóì êâàäðàòè÷íîãî êðèòåðèÿ êà÷å-
ñòâà îöåíèâàíèÿ ñîîòâåòñòâóåò îïòèìàëüíîé â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå îöåíêå
x̂k âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ xk, êîòîðóþ ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîãî ñ ñåðåäè-
íû ïðîøëîãî âåêà àëãîðèòìà Ð. Êàëìàíà.

1.1. Ñòàíäàðòíûå àëãîðèòìû äèñêðåòíîãî ôèëüòðà Êàëìàíà

Ñâîå çíàìåíèòîå ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîé äèñêðåòíîé ôèëüòðàöèè Ðóäîëüô
Ýìèëü Êàëìàí [1] ïðåäëîæèë â íà÷àëå 1960-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà. Ýòî ðåøåíèå ïîëó-
÷èëî íàçâàíèå ≪ôèëüòð Êàëìàíà≫. Èçíà÷àëüíî ôèëüòð Êàëìàíà áûë ïîñòðîåí äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è ïàðàìåòðè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ äâèæóùèõñÿ òåõíè÷åñêèõ îáúåêòîâ. È
õîòÿ åãî ïåðâîå ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå áûëî ñâÿçàíî ñ îáëàñòüþ àýðîíàâòèêè,
âïîñëåäñòâèè äàííûé ìåòîä íàøåë ñâîå ïðèìåíåíèå â ñàìûõ ðàçíûõ îáëàñòÿõ íàóêè
è òåõíèêè, òàêèõ êàê îáðàáîòêà èçîáðàæåíèé, ñïóòíèêîâàÿ ãåîäåçèÿ, òåëåêîììóíè-
êàöèîííûå ñåòè, ìåòåîðîëîãèÿ, ýêîíîìåòðèêà, ìîëåêóëÿðíàÿ áèîëîãèÿ è âî ìíîãèõ
äðóãèõ. Â íàøå âðåìÿ êàëìàíîâñêàÿ ôèëüòðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ïîïóëÿð-
íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì
îöåíèâàíèåì ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.

Ñòàíäàðòíûé ôèëüòð Êàëìàíà çàïèñàí â òàê íàçûâàåìîé êîâàðèàöèîííîé ôîðìå,
ïîñêîëüêó íà êàæäîì øàãå â àëãîðèòìå ðåêóððåíòíî îáíîâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ êîâàðèà-
öèîííûõ ìàòðèö îøèáîê îöåíèâàíèÿ âìåñòå ñ îáíîâëåíèåì îöåíîê âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ.
Àëãîðèòì ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ: ýêñòðàïîëÿöèÿ1 è ôèëüòðàöèÿ2. Ýòó ôîðìó ÔÊ
íàçûâàþò äâóõñòàäèéíîé. Ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ ïðèâåäåíû íèæå.

CKF-TM � Conventional Time and Measurement Update Kalman Filter
¬ Íà÷àëüíûå äàííûå

ïîëîæèòü x̂0|0 = x̄0, P0|0 = Π0 (Π0 > 0)
­ Ýêñòðàïîëÿöèÿ (k ≥ 0)
îöåíêà x̂k+1 = Fkx̂k|k +Bkuk

êîâàðèàöèÿ îøèáêè Pk+1 = FkPk|kF
⊤
k +GkQkG

⊤
k

® Ôèëüòðàöèÿ (k ≥ 0)
êîýôôèöèåíò Êàëìàíà Kk+1 = Pk+1H

⊤
k+1R

−1
e,k+1, Re,k+1 = Rk+1 +Hk+1Pk+1H

⊤
k+1

îöåíêà x̂k+1|k+1 = x̂k+1 +Kk+1ek+1, ek+1 = zk+1 −Hk+1x̂k+1

êîâàðèàöèÿ îøèáêè Pk+1|k+1 = Pk+1 −Kk+1Hk+1Pk+1

Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà Êàëìàíà ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû â [14].
Àëãîðèòì CKF-TM ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñîêðàùåííîé îäíîñòàäèéíîé ôîðìå [20,

p. 895], êîòîðàÿ òðåáóåò ìåíüøå âû÷èñëåíèé, ÷åì äâóõñòàäèéíàÿ ôîðìà àëãîðèòìà.

1Ïðåäñêàçàíèå çíà÷åíèé îöåíêè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ è ìàòðèöû êîâàðèàöèè îøèáêè îöåíêè ïî
ïðåäûäóùèì äîñòóïíûì èçìåðåíèÿì.

2Îáíîâëåíèå ïðåäñêàçàííîé îöåíêè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ è ìàòðèöû êîâàðèàöèè îøèáêè îöåíêè â
ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëó÷åííûì â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè èçìåðåíèåì.

Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
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Àëãîðèòìû ôèëüòðàöèè èíôîðìàöèîííîãî òèïà âìåñòî ìàòðèöû êîâàðèàöèè
îøèáêè îöåíèâàíèÿ Pk íà êàæäîì øàãå ðåêóððåíòíî îáíîâëÿþò çíà÷åíèÿ èíôîð-
ìàöèîííîé ìàòðèöû Λk, ãäå Λk , P−1

k . Âìåñòî îöåíêè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ âû÷èñëÿþò

èíôîðìàöèîííóþ îöåíêó d̂k , Λkx̂k. Â îòëè÷èå îò àëãîðèòìîâ êîâàðèàöèîííîãî òèïà,
èíôîðìàöèîííûå àëãîðèòìû ìîãóò ñòàðòîâàòü â îòñóòñòâèè àïðèîðíîé èíôîðìàöèè,
ò.å. ïðè Λ0 = 0 [23, p. 262].

Áûñòðûå àëãîðèòìû èãðàþò âàæíóþ ðîëü â çàäà÷å îöåíèâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ
ëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, ò.å. ïðè n >> 0. Â èõ îñ-
íîâå ëåæèò ñëåäóþùèé ïîäõîä. Ïîñêîëüêó äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ðàíã ìàòðèöû
δPk = Pk+1 − Pk ÷àñòî ìíîãî ìåíüøå, ÷åì ðàíã Pk, òî íà êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèòìà
öåëåñîîáðàçíî îáíîâëÿòü çíà÷åíèÿ ìàòðèöû δPk âìåñòî Pk.

Ñîãëàñíî [22, ëåììà 11.1.1], äëÿ ýðìèòîâîé ìàòðèöû δP0 ðàíãà α ñóùåñòâóåò ðàç-
ëîæåíèå âèäà δP0 = P1 − Π0 = L0M0L

⊤
0 , ãäå M0 ∈ Rα×α � ýðìèòîâà íåâûðîæäåí-

íàÿ ìàòðèöà. Òîãäà ìàòðèöû δPk ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå δPk = LkMkL
⊤
k , k ≥

0, ãäå Mk ∈ Rα×α � ýðìèòîâà íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Äëÿ Lk è Mk ñïðàâåäëè-
âû ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (k ≥ 0): Lk+1 = (F − KkR

−1
e,kH)Lk,

Mk+1 = Mk −MkL
⊤
k H

⊤R−1
e,k+1HLkMk.

Îòìåòèì, ÷òî â êëàññå áûñòðûõ àëãîðèòìîâ ðàçëîæåíèå δP0 = L0M0L
⊤
0 îñóùåñòâ-

ëÿåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç äëÿ ïîèñêà íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé L0 è M0
3. Äàëåå âû÷èñëåíèå

ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè óæå íå òðåáóåòñÿ, ïîñêîëüêó â àëãîðèòìå îáíîâëÿþò-
ñÿ ìàòðèöû ìåíüøåãî ðàçìåðà Lk,Mk, ãäå Lk ∈ Rn×α,Mk ∈ Rα×α. Ïî íèì âñåãäà ìîæ-
íî âîññòàíîâèòü ìàòðèöó êîâàðèàöèè Pk+1 äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . , K. Â îáùåì ñëó÷àå
áûñòðûé àëãîðèòì ôèëüòðàöèè çàäàåòñÿ ðåêóððåíòíûìè óðàâíåíèÿìè [22, ãë. 11], ãäå
ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå m ≤ n, q ≤ n, êîòîðûé ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ íà ïðàêòèêå, ñëîæ-
íîñòü àëãîðèòìà ôèëüòðàöèè ñîêðàùàåòñÿ ñ O(n3) äî O(αn2). Êàê ïðàâèëî, α << n
äëÿ ñèñòåì áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

1.2. ×èñëåííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ôèëüòðà Êàëìàíà

Ôèëüòð Êàëìàíà ïðàêòè÷åñêè ñðàçó æå ïîñëå ñâîåãî ïîÿâëåíèÿ çàâîåâàë áîëü-
øóþ ïîïóëÿðíîñòü ñðåäè ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ, ïî-
ñêîëüêó ïðåäñòàâëÿë ñîáîé âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì, èäåàëüíûé äëÿ ðåàëèçàöèè íà
ÝÂÌ. Îäíàêî, îí èìååò îäèí ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê, à èìåííî, íåóñòîé÷èâîñòü ê
îøèáêàì ìàøèííîãî îêðóãëåíèÿ. Â òåîðèè âû÷èñëèòåëüíûå ñâîéñòâà ôèëüòðà Êàë-
ìàíà õàðàêòåðèçóþòñÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé îøèáêè îöåíèâàíèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì ìàòðè÷íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî èëè ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè.
Ñ ìîìåíòà ïåðâûõ ðåàëèçàöèé ôèëüòðà Êàëìàíà íà ÝÂÌ ñðàçó æå áûëî îáíàðóæå-
íî, ÷òî âû÷èñëåííûå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îøèáêè îöåíèâàíèÿ ÷àñòî ñóùåñòâåííî
îòëè÷àþòñÿ îò òåîðåòè÷åñêèõ çíà÷åíèé. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷åííîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè èìåëî îòðèöàòåëüíûå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû, ÷òî òåîðåòè÷åñêè
íåâîçìîæíî. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àëàñü â îøèáêàõ ìàøèííîãî îêðóãëåíèÿ.

Äàííàÿ ïðîáëåìà õîðîøî èçâåñòíà ñïåöèàëèñòàì â îáëàñòè îïòèìàëüíîé äèñêðåò-
íîé ôèëüòðàöèè. Òåîðåòè÷åñêèé ÷èñëåííûé àíàëèç ôèëüòðà Êàëìàíà ïðîâåäåí â èç-
âåñòíîé ðàáîòå [15]. Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ íà ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåðàõ ïîêàçàíà ÷èñëåí-
íàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ÔÊ, ñì. íàïðèìåð, ïîäðîáíûé àíàëèç â [23, p. 205, example 6.2].
Îáñóæäåíèå óêàçàííîé ïðîáëåìû ìîæíî íàéòè â [6, 13,17,22,23,28].

3Äàííîå ðàçëîæåíèå ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Bunch�Kaufman [24].
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Îøèáêè ìàøèííîãî îêðóãëåíèÿ, êîòîðûå íåèçáåæíî âîçíèêàþò èç-çà îãðàíè÷åí-
íîñòè ðàçðÿäíîé ñåòêè ïðè ðåàëèçàöèè àðèôìåòèêè ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé, õàðàêòå-
ðèçóþòñÿ åäèíè÷íîé îøèáêîé îêðóãëåíèÿ εîêð

4. Ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà Êàëìàíà
íà ÝÂÌ áûë îáíàðóæåíû ïðîáëåìû âû÷èñëåíèé, ñâÿçàííûå ñ îøèáêàìè ìàøèííî-
ãî îêðóãëåíèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ÔÊ äàâàëà ïðàâèëüíûé
ðåçóëüòàò, òåîðåòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè, ñîãëàñíî êîòîðîìó îáíîâëÿåò-
ñÿ ìàòðèöà êîâàðèàöèé îøèáîê îöåíèâàíèÿ Pk, äîëæíî ñîâïàäàòü ñ âû÷èñëåííûì íà
ÝÂÌ çíà÷åíèåì. Åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ
ïëîõî îáóñëîâëåííîé. Â [23] àâòîðû ïðèâîäÿò íåñêîëüêî ïðè÷èí ÷èñëåííîé íåóñòîé÷è-
âîñòè ÔÊ, ñðåäè êîòîðûõ íåîïðåäåëåííîñòè â ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû (îøèáêè ìîäåëè-
ðîâàíèÿ), áîëüøîé äèàïàçîí ôàêòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû âñëåäñòâèå
íåóäà÷íî ïîñòðîåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ïëîõàÿ îáóñëîâëåííîñòü êîâàðèàöè-
îííîé ìàòðèöû íåâÿçêè èçìåðåíèé, íèçêàÿ òî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ âåùåñòâåííûõ
÷èñåë â ÝÂÌ è äð. Â [17] óêàçàí ðÿä ïðè÷èí ïîòåðè òî÷íîñòè ïðè ïðîãðàììíîé ðåà-
ëèçàöèè ÔÊ, â òîì ÷èñëå ïîòåðÿ ñâîéñòâà ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè êîâàðèàöè-
îííûìè ìàòðèöàìè îøèáîê îöåíèâàíèÿ, ïëîõàÿ îáóñëîâëåííîñòü ìàòðèö, òðåáóþùèõ
îïåðàöèè îáðàùåíèÿ, ïðè òî÷íûõ èçìåðåíèÿõ, à òàêæå ïðè ïðîâåäåíèè â îòíîñèòåëü-
íî êîðîòêîå âðåìÿ ðÿäà íåòî÷íûõ èçìåðåíèé ñ ïðèìåðíî îäèíàêîâûì âêëàäîì èõ â
ïåðåñ÷åò îöåíêè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ.

Ïåðå÷èñëåííûå âûøå ïðè÷èíû íåðåäêî ïîÿâëÿþòñÿ ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ
çàäà÷. Ðàçëè÷èÿ ìåæäó òåîðåòè÷åñêèìè è âû÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè â àëãîðèòìå
Êàëìàíà çà÷àñòóþ ñòàíîâÿòñÿ íàñòîëüêî ñóùåñòâåííûìè, ÷òî âîçíèêàåò âîïðîñ î öå-
ëåñîîáðàçíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ê ñîæàëåíèþ, îêîí÷àòåëüíî èçáàâèòüñÿ îò ïðîáëåìû îøèáîê ìàøèííîãî îêðóã-
ëåíèÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ åùå íåâîçìîæíî ââèäó îãðàíè÷åííîñòè ðàçðÿäíîé ñåòêè
êîìïüþòåðà. Íî ìîæíî ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü èõ âëèÿíèå ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííî ýô-
ôåêòèâíûõ ìîäèôèêàöèé ôèëüòðà Êàëìàíà. ×èñëåííàÿ ýôôåêòèâíîñòü îçíà÷àåò, â
ïåðâóþ î÷åðåäü, óñòîé÷èâîñòü ïî îòíîøåíèþ ê îøèáêàì ìàøèííîãî îêðóãëåíèÿ, ñî-
êðàùåíèå îáúåìà âû÷èñëåíèé, à òàêæå íàëè÷èå ýôôåêòèâíûõ (êîìïàêòíûõ è îäíî-
ðîäíûõ) ñòðóêòóð äàííûõ, ïîñòóïàþùèõ äëÿ îáðàáîòêè â àëãîðèòì ôèëüòðàöèè.

Ïåðâûå ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûå ìîäèôèêàöèè ÔÊ ïîÿâèëèñü óæå âñêîðå ïîñëå åãî
îòêðûòèÿ. Îñíîâíîé èäååé ïîñòðîåíèÿ òàêèõ àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòî-
äîâ ôàêòîðèçàöèè êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö îøèáîê îöåíîê, ó÷àñòâóþùèõ â óðàâíå-
íèÿõ ôèëüòðà. Ïåðâûì òàêèì àëãîðèòìîì áûë êâàäðàòíî-êîðíåâîé àëãîðèòì Ïîò-
òåðà [2], êîòîðûé ïðèíÿòî ñ÷èòàòü îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ ðàçâèòèÿ öåëîãî íàïðàâ-
ëåíèÿ â îáëàñòè ëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ, êîòîðîå ïðîäîëæàåò àêòèâíî
ðàçâèâàòüñÿ è ñåé÷àñ. Äàííûé ôàêò ïîäòâåðæäàåòñÿ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì íàó÷íûõ
ïóáëèêàöèé. Îòìåòèì õîðîøî èçâåñòíûå àâòîðàì ìîíîãðàôèè, ñîäåðæàùèå îïèñàíèå
÷èñëåííî ýôôåêòèâíûõ ìîäèôèêàöèé ÔÊ: çàðóáåæíûå [13, 22, 23, 28] è îòå÷åñòâåí-
íûå [17, 29, 30]. Îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ â òåîðèè óñòîé÷èâûõ ìåòîäîâ îïòèìàëüíîé
äèñêðåòíîé ôèëüòðàöèè ïðèâåäåíû â [23] è íà ðóññêîì ÿçûêå â íåäàâíåé ðàáîòå [31].

×èñëåííî ýôôåêòèâíûå ðåàëèçàöèè ôèëüòðà Êàëìàíà øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â
ìèðå äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî

4Âåëè÷èíà εîêð îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèáîëüøåå ÷èñëî òàêîå, ÷òî ñ ó÷åòîì ìàøèííîãî îêðóãëåíèÿ â
îïåðàöèÿõ ñ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè 1+ εîêð ≡ 1 èëè 1+ εîêð/2 ≡ 1. Çíà÷åíèå ýòîé îøèáêè çàâèñèò
îò êîíêðåòíîãî ñïîñîáà ðåàëèçàöèè ìàøèííîé àðèôìåòèêè.
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çàðóáåæíûõ íàó÷íûõ ïóáëèêàöèé, â òîì ÷èñëå çà ïîñëåäíèå ãîäû, íàïðèìåð, óïðàâ-
ëåíèå äâèæåíèåì ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ [26], çàäà÷è ñëåæåíèÿ çà òåõíè÷åñêèìè îáú-
åêòàìè [27], îáðàáîòêà öèôðîâûõ ñèãíàëîâ [35], îöåíèâàíèå âîëàòèëüíîñòè êóðñîâ
âàëþò [32], çàäà÷è ñóäîâîæäåíèÿ [33]. Â òî æå âðåìÿ â äàííîé îáëàñòè èññëåäîâà-
íèé îòå÷åñòâåííûõ ïóáëèêàöèé çíà÷èòåëüíî ìåíüøå. Àâòîðû íàäåþòñÿ, ÷òî äàííàÿ
ñòàòüÿ ñìîæåò â íåêîòîðîé ñòåïåíè âîñïîëíèòü îáðàçîâàâøèéñÿ ïðîáåë î ìèðîâûõ äî-
ñòèæåíèÿõ â îáëàñòè ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ îïòèìàëüíîé äèñêðåòíîé ôèëü-
òðàöèè.

2. Ñîâðåìåííûå îðòîãîíàëèçîâàííûå àëãîðèòìû

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûìè äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çà-
äà÷ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûå îðòîãîíàëèçîâàííûå àëãîðèòìû5 [22].

Ñîãëàñíî [37], îðòîãîíàëèçîâàííûì àëãîðèòìîì íàçîâåì ≪àëãåáðàè÷åñêè ýêâè-
âàëåíòíûé äèñêðåòíîìó ôèëüòðó Êàëìàíà àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ îöåíîê x̂k è/èëè
x̂k|k âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ äèñêðåòíîé ëèíåéíîé ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû (1), (2) è êî-
âàðèàöèîííîé ìàòðèöû îøèáêè îöåíèâàíèÿ Pk è/èëè Pk|k, îñíîâàííûé íà ìàòðè÷íî-
áëî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè è ìàòðè÷íîì îðòîãîíàëüíîì
ïðåîáðàçîâàíèè êàê ñïîñîáå âû÷èñëåíèÿ óêàçàííûõ âåëè÷èí≫.

Êàê è âñå èçâåñòíûå óñòîé÷èâûå ìîäèôèêàöèè äèñêðåòíîãî ôèëüòðà Êàëìàíà,
îðòîãîíàëèçîâàííûå àëãîðèòìû ôèëüòðàöèè îáëàäàþò äâîéíîé òî÷íîñòüþ âû÷èñëå-
íèé, à èñïîëüçîâàíèå ÷èñëåííî óñòîé÷èâûõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íà êàæ-
äîì øàãå äàåò äîïîëíèòåëüíûå ïðåèìóùåñòâà6. Êðîìå òîãî, îäíîðîäíàÿ ñòðóêòóðà
ñîâðåìåííûõ îðòîãîíàëèçîâàííûõ àëãîðèòìîâ èäåàëüíî ïîäõîäèò äëÿ ðàñïàðàëëåëè-
âàíèÿ íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ ÝÂÌ [16,22,35].

Â îðòîãîíàëèçîâàííûõ àëãîðèòìàõ âìåñòî êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû îøèáêè îöå-
íèâàíèÿ Pk âû÷èñëÿþò ìàòðè÷íûå ôàêòîðû ðàçíîãî âèäà. Íàïðèìåð, êâàäðàòíî-
êîðíåâûå îðòîãîíàëèçîâàííûå àëãîðèòìû îñíîâàíû íà ðàçëîæåíèè Õîëåöêîãî ìàò-
ðèöû êîâàðèàöèè Pk = S⊤

Pk
SPk

è íà ìàòðè÷íûõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ âèäà
QA = R (ëèáî QA = L) êàê ñïîñîáå îáíîâëåíèÿ ìàòðè÷íûõ ôàêòîðîâ SPk

7. Òàêàÿ
îðãàíèçàöèÿ âû÷èñëåíèé ñîõðàíÿåò ïîëîæèòåëüíûå ýëåìåíòû íà äèàãîíàëè êîâàðè-
àöèîííûõ ìàòðèö Pk è èõ ñèììåòðè÷íîñòü. Áîëåå òîãî, êâàäðàòíî-êîðíåâûå ìåòîäû
îáåñïå÷èâàþò âäâîå áîëüøå òî÷íûõ öèôð ïîñëå äåñÿòè÷íîé çàïÿòîé, ÷åì ñòàíäàðò-
íàÿ ðåàëèçàöèÿ ôèëüòðà Êàëìàíà. Óâåëè÷åíèå òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé ïðîèñõîäèò çà
ñ÷åò òîãî, ÷òî â îðòîãîíàëèçîâàííûõ àëãîðèòìàõ ïðèìåíÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ äëÿ îáíîâëåíèÿ ìàòðè÷íûõ ôàêòîðîâ SPk

â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì
Ðèêêàòè, çàïèñàííûì â áëî÷íî-ìàòðè÷íîé ôîðìå

Q

[
A
B

]
=

[
SPk

0

]
.

Ôàêòîð Õîëåöêîãî SPk
âû÷èñëÿþò ñ ïîìîùüþ ëþáîãî QR-ïðåîáðàçîâàíèÿ áëî÷íîé

ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû. Òàêàÿ ôîðìà ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé ñ ó÷åòîì ðàçëè÷íûõ
ðàçìåðíîñòåé ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ðàçíûå âàðèàíòû àëãîðèòìîâ.

5Â èíîñòðàííîé ëèòåðàòóðå èñïîëüçóþò òåðìèí ≪array algorithms for Kalman �ltering≫.
6Ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ýòîãî âîïðîñà ìîæíî íàéòè â [22].
7Ðàçëîæåíèå Õîëåöêîãî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç äëÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé P0 > 0, è äàëåå

îáíîâëåíèå óðàâíåíèé ôèëüòðà ïðîèñõîäèò â òåðìèíàõ ìàòðè÷íûõ êâàäðàòíûõ êîðíåé SPk
.
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Ïåðâûì îðòîãîíàëèçîâàííûì àëãîðèòìîì ïðèíÿòî ñ÷èòàòü êâàäðàòíî-êîðíåâîé
èíôîðìàöèîííûé ôèëüòð SRIF (Square Root Information Filter) [4]. Îðòîãîíàëèçîâàí-
íûå àëãîðèòìû êîâàðèàöèîííîãî è ñìåøàííîãî òèïîâ áûëè ïðåäëîæåíû è ðàçâèòû
Ò. Êàéëàòîì è ñîàâòîðàìè [20].

Îðãàíèçàöèÿ âû÷èñëåíèé â áëî÷íîé îðòîãîíàëèçîâàííîé ôîðìå äàåò àëãîðèòìó
ñëåäóþùèå ïðåèìóùåñòâà: 1) ïîçâîëÿåò îáðàáàòûâàòü äàííûå ñ äâîéíîé òî÷íîñòüþ;
2) íà êàæäîì øàãå ðåêóðñèè èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëåííî óñòîé÷èâûå îðòîãîíàëüíûå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ, ÷òî ãàðàíòèðóåò ñîõðàíåíèå ñïåöèàëüíîãî âåðõíåãî/íèæíåãî òðåóãîëü-

íîãî âèäà ìàòðèö SPk
= P

1/2
k ; 3) äàííûå ìåòîäû ñâîáîäíû îò îïåðàöèè ìàòðè÷íîãî

îáðàùåíèÿ, ÷óâñòâèòåëüíîé ê îøèáêàì îêðóãëåíèÿ.
Äàëåå ðàññìîòðèì ñîâðåìåííûå êëàññû îðòîãîíàëèçîâàííûõ àëãîðèòìîâ.

2.1. Êâàäðàòíî-êîðíåâûå îðòîãîíàëèçîâàííûå àëãîðèòìû

Â íà÷àëå ïðîøëîãî âåêà À.Ë. Õîëåöêèé [23, p. 373] ïðåäëîæèë îðèãèíàëü-
íîå ðåøåíèå çàäà÷è ÌÍÊ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíûõ êîðíåé èç
íåîòðèöàòåëüíî-îïðåäåëåííîé ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû, ïîçâîëÿþùåãî ïðåäñòàâèòü
åå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû L è âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàò-
ðèöû U = L⊤. Â ñâîþ î÷åðåäü, ìåòîäû ìàòðè÷íûõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïåðâîíà÷àëüíî áûëè ðàçðàáîòàíû òàêæå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è MHK. Â êàëìàíîâñêîé
ôèëüòðàöèè äàííûå ìåòîäû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôàêòîðîâ Õîëåöêîãî êî-
âàðèàöèîííûõ ìàòðèö îøèáîê îöåíèâàíèÿ íà ýòàïàõ ýêñòðàïîëÿöèè è ôèëüòðàöèè
êâàäðàòíî-êîðíåâîãî àëãîðèòìà.

Ñ. Øìèäò [5] âïåðâûå ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü ìåòîä Õîëåöêîãî äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ìàòðè÷íîãî êâàäðàòíîãî êîðíÿ SPk

òàêîãî, ÷òî SPk
S⊤
Pk

= Pk. Åñëè SPk|k � ôàêòîð
Õîëåöêîãî ìàòðèöû Pk|k, à SQk

� ôàêòîð Õîëåöêîãî ìàòðèöû êîâàðèàöèè øóìà Qk,
òîãäà íà ýòàïå ýêñòðàïîëÿöèè óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöû Pk+1 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
SPk+1

S⊤
Pk+1

= FkSPk|kS
⊤
Pk|k

F⊤
k + GkSQk

S⊤
Qk
G⊤

k . Ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû SPk
, ïðåä-

ëîæåííûé Øìèäòîì, çàêëþ÷àåòñÿ â îðòîãîíàëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè ïðÿìîóãîëüíîé
(2× 1)-áëî÷íîé ìàòðèöû âèäà

Q

[
S⊤
Pk|k

F⊤
k

S⊤
Qk
G⊤

k

]
=

[
S⊤
Pk+1

0

]
, (3)

ãäå Q � ìàòðèöà îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Øìèäò ïðåäëîæèë àëãîðèòì äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû Q, ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì Ãðàìà
� Øìèäòà [23].

Ï. Êàìèíñêèé [7] ïðåäëîæèë íîâûå ìîäèôèêàöèè êîâàðèàöèîííûõ è èíôîðìàöè-
îííûõ êâàäðàòíî-êîðíåâûõ àëãîðèòìîâ ñ óëó÷øåííûìè âû÷èñëèòåëüíûìè ñâîéñòâà-
ìè. Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî äâîéñòâåííîñòè êîâàðèàöèîííûõ è èíôîðìàöèîííûõ àëãî-
ðèòìîâ, îí ðàçðàáîòàë íîâóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó

Q

[
SRk

HkSPk

0 SPk

]
=

[
SRe,k

0
K̄f,k SPk|k

]
(4)

äëÿ ýòàïà îáðàáîòêè èçìåðåíèé â äèñêðåòíîì ôèëüòðå, ãäå SRe,k
� êâàäðàòíûé êîðåíü

ìàòðèöû Re,k êîâàðèàöèè íåâÿçêè èçìåðåíèé ek, K̄f,k = PkH
⊤
k R

−1/2
e,k è Q � ìàòðèöà

îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ê íèæíåìó òðåóãîëüíîìó âèäó áëî÷íîé ìàòðèöû â

Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
è ïðîãðàììèðîâàíèå≫ (Âåñòíèê ÞÓðÃÓ ÌÌÏ). 2018. Ò. 11, � 4. Ñ. 5�30
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ëåâîé ÷àñòè (4). Îí òàêæå ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü íà ýòàïå ýêñòðàïîëÿöèè âûðàæå-
íèå (3).

Èçâåñòíî, ÷òî îñíîâíîé îáúåì âû÷èñëåíèé â ôèëüòðå Êàëìàíà ïðèõîäèòñÿ íà
ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè. Äëÿ åãî ñîêðàùåíèÿ Ì. Ìîðô è Ò. Êàé-
ëàò [10] âûäâèíóëè èäåþ ñîâìåùåíèÿ â îäíîì îðòîãîíàëèçîâàííîì àëãîðèòìå ýòàïîâ
ýêñòðàïîëÿöèè è ôèëüòðàöèè. Îíè ïðåäëîæèëè âû÷èñëÿòü ôàêòîð Õîëåöêîãî SPk+1

ïî èçâåñòíîìó ôàêòîðó Õîëåöêîãî SPk
, ïîëó÷åííîìó íà ïðåäûäóùåì øàãå àëãîðèòìà,

ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû òðèàíãóëÿðèçàöèè áëî÷íîé ìàòðèöû

Q

 S⊤
Rk

0
S⊤
Pk
H⊤

k S⊤
Pk
F⊤
k

0 S⊤
Qk
G⊤

k

 =

 S⊤
Re,k

K̄⊤
p,k

0 S⊤
Pk+1

0 0

 , (5)

ãäå Q � ìàòðèöà îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèâîäÿùåãî ê âåðõíåìó òðåóãîëü-
íîìó âèäó ìàòðèöó â ëåâîé ÷àñòè (5), ïðè ýòîì K̄⊤

p,k , FkK̄f,k.
Èçëîæåííûå èäåè êàñàþòñÿ àëãîðèòìîâ êîâàðèàöèîííîãî òèïà. Èäåÿ êâàäðàòíî-

êîðíåâîãî àëãîðèòìà èíôîðìàöèîííîãî òèïà ïðèíàäëåæèò Ï. Äàéåðó è Ñ. ÌàêÐåé-
íîëüäñó [4]. Îíè ïîñòðîèëè àëãîðèòìû ýêñòðàïîëÿöèè è ôèëüòðàöèè äëÿ èíôîðìà-
öèîííîãî ôèëüòðà â òåðìèíàõ ìàòðè÷íûõ êâàäðàòíûõ êîðíåé. Àëãîðèòì SRIF, ïî-
ëó÷èâøèé øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå òàêæå, êàê è êâàäðàòíî-êîðíåâûå êîâàðèàöèîí-
íûå ôèëüòðû, îáëàäàåò óëó÷øåííûìè âû÷èñëèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè ïî ñðàâíåíèþ ñî
ñòàíäàðòíîé ðåàëèçàöèåé èíôîðìàöèîííîãî ôèëüòðà. Óðàâíåíèÿ ñîâìåùåííîãî (îä-
íîñòàäèéíîãî) êâàäðàòíî-êîðíåâîãî êîâàðèàöèîííîãî àëãîðèòìà ïðåäñòàâëåíû íèæå.

SRCF � Square-Root Covariance Filter

¬ Íà÷àëüíûå äàííûå

ïîëîæèòü x̂0 = x̄0, P0 = Π0 > 0 (R0 > 0, Q0 ≥ 0)
âû÷èñëèòü SΠ0 , SR0 , SQ0 � íèæíèå òðåóãîëüíûå ôàêòîðû Õîëåöêîãî

­ Ðåêóððåíòíîå îáíîâëåíèå äàííûõ (k ≥ 0)

âûïîëíèòü QkAk = Rk Qk

 S⊤
Rk

0

S⊤
Pk
H⊤

k S⊤
Pk
F⊤
k

0 S⊤
Qk

G⊤
k

 =

 S⊤
Re,k

K̄⊤
p,k

0 S⊤
Pk+1

0 0


îöåíêà x̂k+1 = Fkx̂k +Bkuk + K̄p,kēk, ēk = S−1

Re,k
(zk −Hkx̂k)

âû÷èñëèòü SRk+1
, SQk+1

Àëãîðèòì SRCF ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â äâóõñòàäèéíîé êîâàðèàöèîííîé ôîðìå
â âèäå àëãîðèòìà SRCF-TM (Time and Measurement Update SRCF) [22, ãëàâà 12].
Ñðàâíåíèå âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè êâàäðàòíî-êîðíåâûõ àëãîðèòìîâ ñì. â [15].

2.1.1. Ðàñøèðåííûå îðòîãîíàëèçîâàííûå àëãîðèòìû

Ðàñøèðåííûå àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ïîäõîäÿùèìè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà
ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñàõ ñ ïàðàëëåëüíîé àðõèòåêòóðîé [16,22]. Îñ-
íîâíàÿ èäåÿ òàêèõ ðåàëèçàöèé ÔÊ çàêëþ÷àåòñÿ â ôîðìèðîâàíèè ïðåä-ìàññèâà (pre-
array), êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áëî÷íóþ ìàòðèöó, è ïîñëåäóþùåì åãî ïðèâåäåíèè
ê òðåáóåìîìó íèæíåìó èëè âåðõíåìó (ëèáî èõ êîìáèíàöèè) òðåóãîëüíîìó áëî÷íîìó
ïîñò-ìàññèâó (post-array) ñ ïîìîùüþ ìàòðè÷íûõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Â
ðàáîòå [20, 22] Ò.Êàéëàò è ñîàâòîðû ïðåäëîæèëè íåñêîëüêî âàðèàíòîâ ðàñøèðåííûõ

12 Bulletin of the South Ural State University. Ser. Mathematical Modelling, Programming
& Computer Software (Bulletin SUSU MMCS), 2018, vol. 11, no. 4, pp. 5�30



ÎÁÇÎÐÍÛÅ ÑÒÀÒÜÈ

îðòîãîíàëèçîâàííûõ àëãîðèòìîâ. Óðàâíåíèÿ ðàñøèðåííîãî êâàäðàòíî-êîðíåâîãî îä-
íîñòàäèéíîãî êîâàðèàöèîííîãî ôèëüòðà (àëãîðèòì eSRCF) ïðåäñòàâëåíû íèæå.

eSRCF � extended Square-Root Covariance Filter

¬ Íà÷àëüíûå äàííûå

ïîëîæèòü x̂0 = x̄0, P0 = Π0 > 0, R0 > 0, Q0 ≥ 0
âû÷èñëèòü SΠ0 , SR0 , SQ0 � íèæíèå òðåóãîëüíûå ôàêòîðû Õîëåöêîãî

íàéòè íà÷. îöåíêó ẑ0 = S−1
Π0

x̄0
­ Ðåêóððåíòíîå îáíîâëåíèå äàííûõ (k ≥ 0)

âûïîëíèòü QkAk = Rk Qk

 S⊤
Rk

0 −S−1
Rk

zk
S⊤
Pk
H⊤

k S⊤
Pk
F⊤
k ẑk

0 S⊤
Qk

G⊤
k 0

 =

 S⊤
Re,k

K̄⊤
p,k −ēk+1

0 S⊤
Pk+1

ẑk+1

0 0 γk


âû÷èñëèòü SRk+1

, SQk+1

Â àëãîðèòìå eSRCF â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè k äîñòóïíà îöåíêà âåêòîðà ñîñòî-
ÿíèÿ x̂k = SPk

ẑk +Bkuk. Äàííûé àëãîðèòì ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â äâóõñòàäèé-
íîé ôîðìå, ò. å. ðàçäåëèòü âû÷èñëåíèÿ íà äâà ýòàïà: ýêñòðàïîëÿöèè è ôèëüòðàöèè.
Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò îñîáîå çíà÷åíèå â ñëó÷àå, êîãäà èçìåðåíèÿ ïîñòóïàþò
÷åðåç íåðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè. Òàêîé âàðèàíò ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà îáî-
çíà÷èì êàê eSRCF-TM (eSRCF Time and Measurement Update).

Â àëãîðèòìàõ SRCF, SRCF-TM, SRIF, eSRCF è eSRCF-TM âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿò
ñ ïîìîùüþ ìàòðè÷íîãî îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ QA = R, ãäå A � â îáùåì
ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíàÿ áëî÷íàÿ ìàòðèöà, Q � ìàòðèöà QR-ïðåîáðàçîâàíèÿ ê âåðõíåé
òðåóãîëüíîé áëî÷íîé ìàòðèöå R. Àíàëîãè÷íî, â [20, p. 897] ïîñòðîåí ðàñøèðåííûé
êâàäðàòíî-êîðíåâîé îäíîñòàäèéíûé èíôîðìàöèîííûé ôèëüòð (àëãîðèòì eSRIF).

eSRIF � extended Square-Root Information Filter

¬ Íà÷àëüíûå äàííûå

ïîëîæèòü x̄0, P0 = Π0 > 0, R0 > 0, Q0 ≥ 0, detFk ̸= 0
âû÷èñëèòü SΠ0 , SR0 , SQ0 � íèæíèå òðåóãîëüíûå ôàêòîðû Õîëåöêîãî

íàéòè íà÷. îöåíêó ẑ0 = S−1
Π0

x̄0
­ Ðåêóððåíòíîå îáíîâëåíèå äàííûõ (k ≥ 0)

âûïîëíèòü QkAk = Lk

Qk

 S−1
Rk

−S−1
Rk

HkF
−1
k S−1

Rk
HkF

−1
k GkSQk

−S−1
Rk

zk
0 S−1

Pk
F−1
k −S−1

Pk
F−1
k GkSQk

ẑk
0 0 I 0


=

 S−1
Re,k

0 0 −ēk

−S−1
Pk+1

Kp,k S−1
Pk+1

0 ẑk+1

(∗) (∗) (∗) (∗)


âû÷èñëèòü SRk+1

, SQk+1

Â íåì â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè k îöåíêó âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ âû÷èñëÿþò ñ ïîìî-
ùüþ îáðàòíîé ïîäñòàíîâêè â òðåóãîëüíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé S−1

Pk
x̂k = ẑk. Èçáàâèòüñÿ îò ýòèõ äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé ìîæíî ïóòåì äî-

áàâëåíèÿ ÷åòâåðòîãî áëî÷íîãî ñòîëáöà â àëãîðèòì eSRIF [20, p. 898]. Òàêîé àëãîðèòì
íàçûâàþò ìîäèôèöèðîâàííûì êâàäðàòíî-êîðíåâûì èíôîðìàöèîííûì ôèëüòðîì (àë-
ãîðèòì mSRIF � modi�ed Square-Root Information Filter).

Â àëãîðèòìàõ eSRIF è mSRIF âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿò ñ ïîìîùüþ ìàòðè÷íîãî îðòî-
ãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ QA = L, ãäå A � â îáùåì ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíàÿ áëî÷íàÿ

Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
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ìàòðèöà, Q � ìàòðèöà QL-ïðåîáðàçîâàíèÿ ê íèæíåìó òðåóãîëüíîìó âèäó ïåðâûõ
òðåõ áëî÷íûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Ðåçóëüòàòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ áëî÷íàÿ
ìàòðèöà L.

2.1.2. Êîìáèíèðîâàííûå îðòîãîíàëèçîâàííûå àëãîðèòìû

Ñî÷åòàíèå êîâàðèàöèîííîé è èíôîðìàöèîííîé ôîðì â îäíîì îðòîãîíàëèçîâàí-
íîì àëãîðèòìå îáîñíîâàíî â ðàáîòå [20]. Íèæå ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ êîìáèíèðîâàí-
íîãî êâàäðàòíî-êîðíåâîãî ôèëüòðà cSRF.

cSRF � combined Square-Root Filter

¬ Íà÷àëüíûå äàííûå

ïîëîæèòü x̄0, P0 = Π0 > 0 (R0 > 0, Q0 ≥ 0, detFk ̸= 0)
âû÷èñëèòü SΠ0 , SR0 , SQ0 � íèæíèå òðåóãîëüíûå ôàêòîðû Õîëåöêîãî

íàéòè íà÷. îöåíêó ẑ0 = S−1
Π0

x̄0
­ Ðåêóððåíòíîå îáíîâëåíèå äàííûõ (k ≥ 0)

QkAk = A†
k

Qk

 S⊤
Rk

0 −S−1
Rk

HkF
−1
k S−1

Rk
HkF

−1
k GkSQk

−S−1
Rk

zk
S⊤
Pk
H⊤

k S⊤
Pk
F⊤
k S−1

Pk
F−1
k −S−1

Pk
F−1
k GkSQk

ẑk
0 S⊤

Qk
G⊤

k 0 I 0


=

 S⊤
Re,k

K̄⊤
p,k 0 0 −ēk

0 S⊤
Pk+1

S−1
Pk+1

0 ẑk+1

0 0 (∗) S−1
Q̃k

(∗)


âû÷èñëèòü SRk+1

, SQk+1

Â àëãîðèòìå cSRF äëÿ áëî÷íîé ìàòðèöû A âû÷èñëÿþò ìàòðè÷íîå îðòîãîíàëüíîå
ïðåîáðàçîâàíèå QA = A† (QR-ïðåîáðàçîâàíèå ïåðâûõ äâóõ áëî÷íûõ ñòîëáöîâ ëèáî
QL-ïðåîáðàçîâàíèå òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî áëî÷íûõ ñòîëáöà) è ïîëó÷àþò â ðåçóëüòàòå
áëî÷íóþ ìàòðèöó A†.

Êîìáèíèðîâàííûé àëãîðèòì cSRF ÿâëÿåòñÿ ≪óíèâåðñàëüíûì≫ â òîì ñìûñëå, ÷òî
ïîçâîëÿåò îäíîâðåìåííî âû÷èñëèòü âñå âåëè÷èíû îáîèõ àëãîðèòìîâ � êîâàðèàöèîí-
íîãî SRCF è èíôîðìàöèîííîãî SRIF. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà çàâèñèò
îò êîíêðåòíîé çàäà÷è è îò òåõ âåëè÷èí ôèëüòðà, êîòîðûå òðåáóþòñÿ äëÿ åå ðåøåíèÿ.

Àëãîðèòì cSRF ìîæíî ïðåäñòàâèòü â äâóõñòàäèéíîé ôîðìå â âèäå àëãîðèòìà
ñSRF-TM (Time and Measurement Update ñSRF) [20, p. 899].

2.2. Àëãîðèòìû íà îñíîâå ìåòîäîâ âçâåøåííîé îðòîãîíàëèçàöèè

Âòîðîé êëàññ îðòîãîíàëèçîâàííûõ àëãîðèòìîâ îñíîâàí íà ìåòîäàõ âçâåøåííîé
îðòîãîíàëèçàöèè [21]. Èçâåñòíû äâà òèïà òàêèõ àëãîðèòìîâ: UD-ðåàëèçàöèè è LD-
ðåàëèçàöèè äèñêðåòíîãî ôèëüòðà Êàëìàíà. Îñíîâíûìè ïðåèìóùåñòâàìè àëãîðèòìîâ
ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïî îòíîøåíèþ ê îøèáêàì ìàøèííîãî îêðóãëåíèÿ, îòñóòñòâèå
îïåðàöèè èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ, èçáàâëåíèå îò îïåðàöèè ìàòðè÷íîãî îáðà-
ùåíèÿ, êîìïàêòíàÿ è îäíîðîäíàÿ ñòðóêòóðà, îðèåíòèðîâàííîñòü íà ïàðàëëåëüíûå
âû÷èñëåíèÿ.

Îòëè÷èå äàííîãî êëàññà àëãîðèòìîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âñå îíè èñïîëüçóþò
ïðåäñòàâëåíèå êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû Pk â âèäå ìàòðè÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ CDC⊤,
ãäå C � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ U ëèáî íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ L ìàòðèöà ñ åäèíèöàìè íà
äèàãîíàëè, D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
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ëåííîé ìàòðèöû òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ñóùåñòâóåò è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ
ìîäèôèöèðîâàííîãî ðàçëîæåíèÿ Õîëåöêîãî [21]. Ïåðâîé UD-ìîäèôèêàöèåé äèñêðåò-
íîãî ôèëüòðà Êàëìàíà áûë ïîñëåäîâàòåëüíûé àëãîðèòì Äæ. Áèðìàíà [13]8. Çàòåì
Ê.Òîðíòîí [12] ìîäèôèöèðîâàëà ìåòîä âçâåøåííîé îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà � Øìèä-
òà è ïðèìåíèëà åãî äëÿ âû÷èñëåíèÿ UD-ôàêòîðîâ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû Pk íà
ýòàïå ýêñòðàïîëÿöèè ÔÊ.

Êðàòêî èçëîæèì îñíîâíóþ èäåþ ïîñòðîåíèÿ îðòîãîíàëèçîâàííûõ àëãîðèòìîâ íà
îñíîâå ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà âçâåøåííîé îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà � Øìèä-
òà (MWGS � Modi�ed Weighted Gram-Shmidt orthogonalization). Ðàññìîòðèì ìàò-
ðè÷íîå óðàâíåíèå âèäà P = A⊤D1A + C⊤D2C. Åñëè ñóùåñòâóåò ìàòðèöà MWGS-
ïðåîáðàçîâàíèÿ B òàêàÿ, ÷òî

[
A⊤ C⊤ ]

= UB⊤, ãäå U � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàò-
ðèöà c åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè, òî

P =
[
A⊤ C⊤ ] [ D1 0

0 D2

] [
A
C

]
= A⊤D1A+ C⊤D2C = UDU⊤, (6)

ãäå {U,D} � âåðõíèé òðåóãîëüíûé è äèàãîíàëüíûé ôàêòîðû â UD-ðàçëîæåíèè ìàòðè-
öû P . Òàêèì îáðàçîì, êëàññ UD-ôèëüòðîâ îñíîâàí íà îáðàòíîé ïðîöåäóðå âçâåøåííîé
îðòîãîíàëèçàöèè ïðè îáíîâëåíèè ïàðû ìàòðèö {U,D} (6).

Ðàññìîòðèì ñîâðåìåííûå îðòîãîíàëèçîâàííûå àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà âçâå-
øåííîé îðòîãîíàëèçàöèè.

2.2.1. Îäíîñòàäèéíûé îðòîãîíàëèçîâàííûé UD-àëãîðèòì

Â [16] àâòîðû ïðåäëîæèëè îðòîãîíàëèçîâàííûé àëãîðèòì ýòàïà ôèëüòðàöèè äèñ-
êðåòíîãî ÔÊ, îñíîâàííûé íà áûñòðûõ âðàùåíèÿõ Ãèâåíñà [21]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â
ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ýòàïà ýêñòðàïîëÿöèè ïîëó÷åíû LD-ôàêòîðû êîâàðèàöèîííûõ
ìàòðèö Pk = LPk

DPk
L⊤
Pk

è Rk = LRk
LRk

L⊤
Rk
. Òîãäà íà ýòàïå ôèëüòðàöèè â àëãîðèòìå

Êàëìàíà LD-ôàêòîðû LPk|k è DPk|k êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû Pk|k ìîæíî âû÷èñëèòü
ñ ïîìîùüþ ìàòðè÷íîãî îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ[

LRk
HkLPk

0 LPk

]
QD =

[
LRe,k

0
KkLRe,k

LPk|k

]
, (7)

ãäå QD � ìàòðèöà áûñòðûõ âðàùåíèé Ãèâåíñà, íå ñîäåðæàùèõ îïåðàöèè èçâëå÷åíèÿ
êâàäðàòíîãî êîðíÿ, LRe,k

è DRe,k
� LD-ôàêòîðû êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû íåâÿçêè

èçìåðåíèé Re,k, Kk � ìàòðèöà Êàëìàíà. Â [16] ïîêàçàíî, ÷òî äàííûé àëãîðèòì àë-
ãåáðàè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí LD-ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà Áèðìàíà äëÿ ñëó÷àÿ ñêàëÿðíûõ
èçìåðåíèé [30, òåîðåìà 13.4].

Â [23, ñ. 262] íà îñíîâå óêàçàííûõ âûøå ïðåîáðàçîâàíèé ñôîðìóëèðîâàí îäíîñòà-
äèéíûé îðòîãîíàëèçîâàííûé UD-àëãîðèòì. Âìåñòî áûñòðûõ âðàùåíèé Ãèâåíñà èñ-
ïîëüçîâàí ìåòîä ìîäèôèöèðîâàííîé âçâåøåííîé îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà � Øìèäòà.
Íàçîâåì äàííûé àëãîðèòì UD-CF (UD Covariance Filter). Àëãîðèòì UD-CF ïîçâî-
ëÿåò âû÷èñëèòü òå æå âåëè÷èíû, ÷òî è àëãîðèòì CKF, íî â îòëè÷èè îò ïîñëåäíåãî,
ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî îòíîøåíèþ ê îøèáêàì ìàøèííîãî îêðóãëåíèÿ. Âìåñòå ñ
òåì, îí îáëàäàåò ñëåäóþùèìè íåäîñòàòêàìè: âû÷èñëåíèå îöåíêè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ

8Äæ. Áèðìàí íå òîëüêî äîêàçàë ÷èñëåííóþ ýôôåêòèâíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîãî UD-ôèëüòðà, íî è
ïîêàçàë, ÷òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè åãî àëãîðèòì íå ñëîæíåå, ÷åì îáû÷íûé
àëãîðèòì Êàëìàíà, ñì. [11].
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x̂k ïðîèñõîäèò îòäåëüíî îò îáðàáîòêè îñòàëüíûõ äàííûõ, êîòîðûå âõîäÿò â áëî÷íûå
ìàòðèöû è îáíîâëÿþòñÿ ïðîöåäóðîé MWGS-îðòîãîíàëèçàöèè. Òàêèì îáðàçîì, ýòîò
âàðèàíò àëãîðèòìà èìååò íåîäíîðîäíóþ ñòðóêòóðó.

Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ óêàçàííûõ íåäîñòàòêîâ â íåäàâíåé ðàáîòå [34] ïîñòðîåí ðàñøè-
ðåííûé îðòîãîíàëèçîâàííûé UD-àëãîðèòì, â êîòîðîì âñå äàííûå îáðàáàòûâàþòñÿ
åäèíîîáðàçíî ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû MWGS-îðòîãîíàëèçàöèè.

2.2.2. Ðàñøèðåííûé êîâàðèàöèîííûé îðòîãîíàëèçîâàííûé UD-àëãîðèòì

Èäåÿ ðàñøèðåííîãî îðòîãîíàëèçîâàííîãî àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
âñå âåëè÷èíû äèñêðåòíîãî ôèëüòðà ïîìåùàþòñÿ â áëî÷íóþ ìàòðèöó è îáðàáàòû-
âàþòñÿ åäèíîîáðàçíî ñ ïîìîùüþ âçâåøåííûõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû â âèäå Pk = UPk

DPk
U⊤
Pk
, ãäå U �

âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
ẑk = (UPk

DPk
)−1x̂k, bk = (URe,k

DRe,k
)−1ek. Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñèñòåìå (1),

(2) âåêòîð óïðàâëåíèÿ uk ≡ 0. Óðàâíåíèÿ ðàñøèðåííîãî îðòîãîíàëèçîâàííîãî UD-
ôèëüòðà çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå.

eUD-CF � extended UD Covariance Filter
¬ Íà÷àëüíûå äàííûå

íà÷. äàííûå x̂0 = x̄0 (Π0 > 0, R0 > 0, Q0 ≥ 0)
âû÷èñëèòü {UΠ0 , DΠ0},{UR0 , DR0},{UQ0 , DQ0} � UD-ôàêòîðû Õîëåöêîãî
ïîëîæèòü ẑ0 = (UΠ0DΠ0)

−1x̄0 è UP0 = UΠ0 , DP0 = DΠ0

­ Ðåêóððåíòíîå îáíîâëåíèå äàííûõ (k ≥ 0)

çàïîëíèòü ïðåä-ìàññèâû
A⊤

k =

 0 ẑ⊤k −z⊤k (URk
DRk

)−⊤

GkUQk
FkUPk

0
0 HkUPk

URk

 ,

Dk = Diag{DQk
, DPk

, DRk
}

âûïîëíèòü MWGS A⊤
k = A†

kB⊤
k , ãäå B⊤

k DkBk = D†
k

ïîëó÷èòü ïîñò-ìàññèâû A†
k =

 1 ẑ⊤k+1 b⊤k
0 UPk+1

Kp,kURe,k

0 0 URe,k

 , D†
k = Diag{γ,DPk+1

, DRe,k
}

âû÷èñëèòü SRk+1
, SQk+1

Àëãîðèòì eUD-CF ëåãêî ðåàëèçîâàòü â âèäå ïðîãðàììíîãî êîäà íà ÝÂÌ, ïî-
ñêîëüêó îí èìååò êîìïàêòíóþ è îäíîðîäíóþ ñòðóêòóðó, ïîçâîëÿþùóþ åäèíîîáðàçíî
îáðàáàòûâàòü âñå äàííûå. Â àëãîðèòìå îòñóòñòâóåò îïåðàöèÿ èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíî-
ãî êîðíÿ, à âû÷èñëåíèå îöåíêè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ x̂k íå òðåáóåò îïåðàöèè ìàòðè÷íîãî
îáðàùåíèÿ, êîòîðàÿ, êàê èçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîé ê îøèáêàì ìàøèííîãî
îêðóãëåíèÿ.

2.2.3. Äðóãèå âàðèàíòû àëãîðèòìîâ

Îáúåäèíÿÿ àëãîðèòì Òîðíòîí äëÿ íèæíèõ òðåóãîëüíûõ ôàêòîðîâ [30, ñ. 279] ñ
áëî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì Êàéëàòà (7), â [38] âïåðâûå ïðåäñòàâëåí äâóõñòàäèéíûé îð-
òîãîíàëèçîâàííîãî àëãîðèòì LD-TM (LD Time and Measurement Update). Çäåñü íà
ýòàïå ýêñòðàïîëÿöèè ïðèìåíÿþò ïðÿìóþ ïðîöåäóðó MWGS-îðòîãîíàëèçàöèè ñòðîê
ìàòðèöû W ñ âåñîâîé ìàòðèöåé D è ïîëó÷àþò â ðåçóëüòàòå íèæíþþ òðåóãîëüíóþ
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áëî÷íóþ ìàòðèöóW† è áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöóD†; âû÷èñëåíèÿ íà ýòàïå ôèëü-
òðàöèè ïðîâîäÿò àíàëîãè÷íî.

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíû òîëüêî àëãîðèòìû êîâàðèàöèîííîãî òèïà. ×òî
êàñàåòñÿ àëãîðèòìîâ èíôîðìàöèîííîãî òèïà, òî àâòîðàì èçâåñòíà òîëüêî îäíà ðàáî-
òà [39], â êîòîðîé ïîñòðîåí îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ èíôîðìàöèîííîãî UD-
ôèëüòðà. Îäíàêî, ýòîò àëãîðèòì íå îáëàäàåò óäîáíûì äëÿ ðåàëèçàöèè áëî÷íî-
ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì êàê, íàïðèìåð, àëãîðèòì eUD-CF, ïîñêîëüêó â íåì âñå
íåîáõîäèìûå UD-ôàêòîðû êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö âû÷èñëÿþòñÿ ïî îòäåëüíîñòè ñ
ïîìîùüþ MWGS-ïðåîáðàçîâàíèÿ è ñ ïîìîùüþ ìåòîäà îäíîðàíãîâîé ìîäèôèêàöèè.
Îöåíêè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ òàêæå âû÷èñëÿþòñÿ ïî îòäåëüíûì âûðàæåíèÿì.

Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ íîâûõ
îðòîãîíàëèçîâàííûõUD-ôèëüòðîâèíôîðìàöèîííîãîòèïàèèññëåäîâàíèåèõâû÷èñëè-
òåëüíûõ ñâîéñòâ â ñðàâíåíèè ñ ñóùåñòâóþùèìèèíôîðìàöèîííûìèðåàëèçàöèÿìèÔÊ.

2.3. J-îðòîãîíàëèçîâàííûå áûñòðûå àëãîðèòìû

Òðåòèé âàæíûé êëàññ îðòîãîíàëèçîâàííûõ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåí íà áàçå J-
îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Åãî íàçûâàþò êëàññîì áûñòðûõ àëãîðèòìîâ ×àíä-
ðàñåêàðà9 [8�10,19]. Èõ äîñòîèíñòâàìè ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïî îòíîøåíèþ ê îøèá-
êàì îêðóãëåíèÿ, ñâîéñòâåííàÿ âñåì îðòîãîíàëèçîâàííûì áëî÷íûì àëãîðèòìàì, îðè-
åíòèðîâàííîñòü íà ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ, ñóùåñòâåííîå ñîêðàùåíèå âû÷èñëè-
òåëüíîé ñëîæíîñòè.

Ïîñêîëüêó ïðèìåíåíèå îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ÷èñ-
ëåííî óñòîé÷èâûå ìîäèôèêàöèè ôèëüòðà Êàëìàíà, îðòîãîíàëèçîâàííûå àëãîðèò-
ìû áûëè ïîëó÷åíû è äëÿ êëàññà áûñòðûõ àëãîðèòìîâ. Îäíàêî, çäåñü íåîáõîäè-
ìî îáíîâëÿòü óðàâíåíèÿ âèäà C⊤C = A⊤A ± B⊤B, ÷òî íåâîçìîæíî îñóùåñòâèòü
ñ ïîìîùüþ îáû÷íûõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ñ ýòîé öåëüþ èñïîëüçóþò J-
îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà QA = R, ãäå ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ Q ÿâëÿ-
åòñÿ J-îðòîãîíàëüíîé [25].

Ðàññìîòðèì îðòîãîíàëèçîâàííóþ êâàäðàòíî-êîðíåâóþ ôîðìó áûñòðûõ àëãîðèò-
ìîâ [22].

J-SRFF � Square-Root J-orthogonal Fast Filter

¬ Àïðèîðíûå äàííûå

íà÷. çíà÷åíèÿ x̂0|0 = x̄0, P0|0 = Π0, Π0 > 0

âû÷èñëèòü K̄p,0 = FΠ0H
⊤R

−1/2
e,0 , Re,0 = R+HΠ0H

⊤

íàéòè ðàçëîæåíèå δP0 = L̄0SL̄
⊤
0 , ãäå L̄0 ∈ Rn×α, S ∈ Rα×α � ñèãíàòóðà ìàòðèöû δP0 è

α = rank(δP0), δP0 = FΠ0F
⊤ +GQG⊤ − K̄p,0K̄

⊤
p,0 −Π0

­ Îáíîâëåíèå ìàòðèö ôèëüòðà (k ≥ 0)

âû÷èñëèòü Qk

[
R

1/2
e,k K̄⊤

p,k

L̄⊤
k H

⊤ L̄⊤
k F

⊤

]
=

[
R

1/2
e,k+1 K̄⊤

p,k+1

0 L̄⊤
k+1

]
® Ôèëüòðàöèÿ (k ≥ 0)

îöåíêà x̂k+1 = Fx̂k +Buk + K̄p,kēk

êîâàðèàöèÿ îøèáêè Pk+1 = Π0 +
k∑

j=0
L̄jL̄

⊤
j

9Îò àíãë.: fast Chandrasekhar-type algorithms. Ïîëíîå íàçâàíèå òàêèõ ìåòîäîâ Chandrasekhar�
Kailath�Morf�Sidhu àëãîðèòìû.

Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
è ïðîãðàììèðîâàíèå≫ (Âåñòíèê ÞÓðÃÓ ÌÌÏ). 2018. Ò. 11, � 4. Ñ. 5�30
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Þ.Â. Öûãàíîâà, Ì.Â. Êóëèêîâà

Â îáùåì ñëó÷àå, ìàòðèöû Rr,k íå âûðîæäåíû è íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ çíà-
êîîïðåäåëåííûìè. Îäíàêî îíè èìåþò î÷åíü âàæíîå äëÿ ïîñòðîåíèÿ îðòîãîíàëèçî-
âàííûõ êâàäðàòíî-êîðíåâûõ àëãîðèòìîâ ñâîéñòâî, à èìåííî, ïîñòîÿííóþ âî âðåìåíè
ýíåðöèþ. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå âèäà Rr,k = −R

⊤/2
r,k SkR

1/2
r,k , δPk = Pk+1|k − Pk|k−1 =

L̄kSkL̄
⊤
k , ãäå L̄k = LkR

−1/2
r,k , L̄k ∈ Rn×α è Sk ∈ Rα×α � ñèãíàòóðà ýðìèòîâîé ìàòðèöû,

ò. å. äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, â êîòîðîé êîëè÷åñòâî ±1 íà ãëàâíîé äèàãîíàëè îïðåäå-
ëåíî ÷èñëîì ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû δPk.
Â ñèëó çàêîíà ýíåðöèè ýðìèòîâûõ ôîðì Sk = S, ∀k è S � ñèãíàòóðà ìàòðèöû
δP0. Â àëãîðèòìå SRFF Qk � ìàòðèöà J-îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ñèãíàòó-
ðà J = Im ⊕ S = diag{Im, S}), ïðèâîäÿùåãî ê âåðõíåìó òðåóãîëüíîìó âèäó ïåðâûé
áëî÷íûé ñòîëáåö ìàòðèöû, ñòîÿùåé â ëåâîé ÷àñòè ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ øàãà ­ â
àëãîðèòìå SRFF, ò. å. R

1/2
e,k+1 � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Òåîðåòè÷åñêîå îáîñíî-

âàíèå äàííîãî êëàññà àëãîðèòìîâ ñì. â [22, ãë. 13].

2.4. Àëãîðèòìû íà îñíîâå ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ

×åòâåðòûì êëàññîì ñîâðåìåííûõ îðòîãîíàëèçîâàííûõ àëãîðèòìîâ ÿâëÿþòñÿ àë-
ãîðèòìû, ïîñòðîåííûå íà îñíîâå ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ (SVD-ïðåîáðàçîâàíèÿ).
Ãëàâíàÿ îñîáåííîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ èõ ðåàëèçàöèè íå òðåáóåòñÿ ñòðîãàÿ
ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü è íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèö êîâàðèàöèé øóìîâ Qk è
Rk, à òàêæå íà÷àëüíîé ìàòðèöû êîâàðèàöèè îøèáêè îöåíêè P0. Äðóãèìè ñëîâàìè,
åñëè â ïðîöåññå ðàáîòû òàêîãî àëãîðèòìà ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü óêàçàííûõ
ìàòðèö áóäåò ïîòåðÿíà, ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íèêàê íå ïîâëèÿåò íà ðàáîòîñïîñîáíîñòü
SVD-ôèëüòðà.

Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ SVD-ôèëüòðà ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö
îøèáîê îöåíèâàíèÿ â âèäå Pk = ΘPk

DPk
Θ⊤

Pk
, ãäå ΘPk

� îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà è DPk
�

äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîäåðæàùàÿ ñèíãóëÿðíûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Pk. Óðàâíåíèÿ
SVD-ôèëüòðà ïîçâîëÿþò ðåêóððåíòíî îáíîâëÿòü SVD-ôàêòîðû ìàòðèöû Pk ñ ïîìî-
ùüþ ïðîöåäóðû SVD-ôàêòîðèçàöèè (ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ). Íàñêîëüêî èçâåñò-
íî àâòîðàì äàííîé ñòàòüè, âïåðâûå SVD-ôèëüòð áûë ïîñòðîåí â [18, p. 1226]. Êðîìå
ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ, â óðàâíåíèÿõ ôèëüòðà èñïîëüçîâàëîñü òàêæå ðàçëîæåíèå
Õîëåöêîãî äëÿ âû÷èñëåíèÿ êâàäðàòíî-êîðíåâûõ ôàêòîðîâ ìàòðèö êîâàðèàöèé øó-
ìîâ Qk è Rk. Ïîýòîìó íàçîâåì äàííûé àëãîðèòì SVD-SRKF. Â íåì íà êàæäîì øàãå
âû÷èñëÿþò ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ïðÿìîóãîëüíîé áëî÷íîé ìàòðèöû A, â ðåçóëüòà-
òå ïîëó÷àþò SVD-ôàêòîðû W, Σ è V òàêèå, ÷òî A = WΣV⊤. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
àëãîðèòì SVD-SRKF íå ñâîáîäåí îò íåäîñòàòêîâ. Âî-ïåðâûõ, íà ýòàïå ôèëüòðàöèè
òðåáóåòñÿ òðè îïåðàöèè ìàòðè÷íîãî îáðàùåíèÿ. Âî-âòîðûõ, ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà
òðåáóåò íàõîæäåíèÿ ðàçëîæåíèÿ Õîëåöêîãî ìàòðèö Qk è Rk. Åñëè ïî êàêèì-ëèáî
ïðè÷èíàì (óñëîâèÿ çàäà÷è èëè âû÷èñëåííûå â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà çíà÷å-
íèÿ) ýòè ìàòðèöû ïîòåðÿþò ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü, ðàçëîæåíèå Õîëåöêîãî
íåâîçìîæíî áóäåò âûïîëíèòü, è àëãîðèòì SVD-SRKF ïîòåðÿåò ðàáîòîñïîñîáíîñòü.

Ðåçóëüòàòîì óñòðàíåíèÿ óêàçàííûõ íåäîñòàòêîâ ñòàë óëó÷øåííûé SVD-ôèëüòð,
ïðåäëîæåííûé â íåäàâíåé ðàáîòå àâòîðîâ [36]. Óðàâíåíèÿ àëãîðèòìà ïðåäñòàâëåíû
íèæå.
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SVD-KF � improved SVD Kalman Filter

¬ Íà÷àëüíûå äàííûå

âû÷èñëèòü SVD Π0 = ΘΠ0DΠ0Θ
⊤
Π0
, Q0 = ΘQ0DQ0Θ

⊤
Q0

ïîëîæèòü x̂0|0 = x̄0, ΘP0|0 = ΘΠ0 , D
1/2
P0|0

= D
1/2
Π0

­ Ýêñòðàïîëÿöèÿ (k ≥ 0)

âû÷èñëèòü SVD

[
D

1/2
Pk|k

Θ⊤
Pk|k

F⊤
k

D
1/2
Qk

Θ⊤
Qk

G⊤
k

]
= WTU

[
D

1/2
Pk+1

0

]
Θ⊤

Pk+1

íàéòè îöåíêó x̂k+1 = Fkx̂k|k +Bkuk
âû÷èñëèòü SVD Qk+1 = ΘQk+1

DQk+1
Θ⊤

Qk+1
, Rk+1 = ΘRk+1

DRk+1
Θ⊤

Rk+1

® Ôèëüòðàöèÿ (k ≥ 0)

âû÷èñëèòü SVD

[
D

1/2
Rk+1

Θ⊤
Rk+1

D
1/2
Pk+1

Θ⊤
Pk+1

H⊤
k+1

]
= W

(1)
MU

[
D

1/2
Re,k+1

0

]
Θ⊤

Re,k+1

íàéòè K̄k+1 = Pk+1H
⊤
k+1ΘRe,k+1

, Kk+1 = K̄k+1D
−1
Re,k+1

Θ⊤
Re,k+1

âû÷èñëèòü SVD

[
D

1/2
Pk+1

Θ⊤
Pk+1

(I −Kk+1Hk+1)
⊤

D
1/2
Rk+1

Θ⊤
Rk+1

K⊤
k+1

]
= W

(2)
MU

[
D

1/2
Pk+1|k+1

0

]
Θ⊤

Pk+1|k+1

íàéòè îöåíêó x̂k+1|k+1 = x̂k+1 + K̄k+1D
−1
Re,k+1

ēk+1, ēk+1 = Θ⊤
Re,k+1

(zk+1 −Hk+1x̂k+1)

Â îòëè÷èå îò SVD-SRKF, â àëãîðèòìå SVD-KF òðåáóåòñÿ âñåãî îäíî îáðàùåíèå
äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû D−1

Re,k+1
. Â [36] äîêàçàíî, ÷òî àëãîðèòì SVD-KF àëãåáðàè÷åñêè

ýêâèâàëåíòåí ñòàíäàðòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ôèëüòðà Êàëìàíà CKF-TM, íî â îòëè-
÷èå îò ïîñëåäíåãî, îáëàäàåò óëó÷øåííûìè âû÷èñëèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè, à èìåííî,
âûñîêîé óñòîé÷èâîñòüþ ê îøèáêàì ìàøèííîãî îêðóãëåíèÿ. Àëãîðèòì SVD-KF îò-
ëè÷àåòñÿ îò äðóãèõ îðòîãîíàëèçîâàííûõ àëãîðèòìîâ òåì, ÷òî â îòëè÷èå îò SR- è
UD-àëãîðèòìîâ îí íå òðåáóåò óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèö êîâà-
ðèàöèé øóìîâ Qk è Rk, è â îòëè÷èå îò àëãîðèòìîâ èíôîðìàöèîííîãî òèïà, íå òðå-
áóåò íåâûðîæäåííîñòè ïåðåõîäíîé ìàòðèöû ñîñòîÿíèÿ Fk. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííûé
àëãîðèòì ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ â êà÷åñòâå ÷èñëåííî ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè ôèëü-
òðà Êàëìàíà äëÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ äèñêðåòíîé ôèëüòðàöèè.

Òàêæå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, çäåñü ðàññìîòðåíû SVD-ðåàëèçàöèè êîâà-
ðèàöèîííîãî òèïà. Íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðàì äàííîé ñòàòüè, äëÿ àëãîðèòìîâ èí-
ôîðìàöèîííîãî òèïà SVD-ðåàëèçàöèé ïîêà íå ñóùåñòâóåò, è ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü
ïðåäìåòîì îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.

3. Âû÷èñëèòåëüíûå àñïåêòû îðòîãîíàëèçîâàííûõ àëãîðèòìîâ

Ðàññìîòðèì âû÷èñëèòåëüíûå àñïåêòû ñîâðåìåííûõ îðòîãîíàëèçîâàííûõ àëãîðèò-
ìîâ. Òðàäèöèîííî, óñòîé÷èâûå ðåàëèçàöèè äèñêðåòíîãî ôèëüòðà Êàëìàíà ïîäðàçäå-
ëÿþò íà ñëåäóþùèå êàòåãîðèè: àëãîðèòìû êîâàðèàöèîííîãî è èíôîðìàöèîííîãî òèïà
(îáíîâëÿþùèå íà êàæäîì øàãå, ñîîòâåòñòâåííî, çíà÷åíèÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû
P ëèáî çíà÷åíèÿ èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöû Λ); äâóõñòàäèéíûå è îäíîñòàäèéíûå (ñîâ-
ìåùåííûå) àëãîðèòìû; ðàñøèðåííûå àëãîðèòìû.

Â [37] ïðåäëîæåíà êëàññèôèêàöèÿ ñîâðåìåííûõ îðòîãîíàëèçîâàííûõ àëãîðèòìîâ
â çàâèñèìîñòè îò òèïà ìàòðè÷íûõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ñì. òàáëèöó).

Îñíîâíûì êðèòåðèåì êëàññèôèêàöèè ÿâëÿåòñÿ ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ è ÷èñëåííîé
ðåàëèçàöèè îðòîãîíàëèçîâàííîãî àëãîðèòìà. Ïðèâåäåííûé îáçîð ïîêàçàë, ÷òî êàæ-
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Òàáëèöà

Êëàññèôèêàöèÿ ñîâðåìåííûõ îðòîãîíàëèçîâàííûõ àëãîðèòìîâ

Îðòîãîíàëèçîâàííûé àëãîðèòì Òèï îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Àëãîðèòìû êîâàðèàöèîííîãî òèïà

¬ SRCF [5�7] Q

[
A1

A2

]
=

[
R
0

]
­ SRCF-TM [5�7] QTU

[
A11

A12

]
=

[
R1

0

]
; QMUA2 = R2

® eSRCF [20, 22] Q

[
A11 A12

A21 A22

]
=

[
R11 R12

0 R22

]
¯ eSRCF-TM [20, 22] QTUA1 = R1 ; QMU

[
A21 A22

]
=

[
R21 R22

]
° UD-CF [12, 13,16] A⊤ = UB⊤, ãäå A⊤DwA = UDβU

⊤

± eUD-CF [23, 34] A⊤ = UB⊤, ãäå A⊤DwA = UDβU
⊤

² LD-TM [30, 38] ATU = L1B
⊤
1 , ãäå (A

TU)⊤DTU
w ATU = L1Dβ1L

⊤
1 ;

AMU = L2B
⊤
2 , ãäå (A

MU)⊤DMU
w AMU = L2Dβ2L

⊤
2

³ J-SRFF [9, 10,19,22] QA = R, ãäå Q⊤JQ = J

´ SVD-SRKF [18] ATU = WTUΣV ⊤ ; AMU = WMUΣV ⊤

µ SVD-KF [36] ATU = WTUΣV ⊤ ;
AMU

1 = WMU
1 ΣV ⊤, AMU

2 = WMU
2 ΣV ⊤

Àëãîðèòìû èíôîðìàöèîííîãî òèïà

¬ SRIF [4, 13] QTU
[
A11 A12

]
=

[
R11 R12

]
; QMUA2 = R2

­ eSRIF [20, 22] Q
[
A21 A22

]
=

[
L21 L22

]
® mSRIF [20, 22] Q

[
A21 A22

]
=

[
L21 L22

]
Êîìáèíèðîâàííûå àëãîðèòìû

¬ cSRF [20] QA = [R|L]
­ cSRF-TM [20] QTUA = [R|L] ; QMUA = [R|L]
Âñåãî: 15 êëàññîâ àëãîðèòìîâ

äûé èç àëãîðèòìîâ îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè íåêîòîðîãî ìàòðè÷íîãî îðòîãîíàëüíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ è íå çàâèñèò îò ñïîñîáà åãî âû÷èñëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, âûáèðàÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ìîæ-
íî ïîñòðîèòü öåëûå ñåìåéñòâà îðòîãîíàëèçîâàííûõ àëãîðèòìîâ. Áîëåå òîãî, çíàÿ
ïðèíöèï ïîñòðîåíèÿ îðòîãîíàëèçîâàííîãî àëãîðèòìà íà îñíîâå òîãî èëè èíîãî ìàò-
ðè÷íîãî îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìîæíî ïîñòðîèòü è òåîðåòè÷åñêè îáîñíî-
âàòü íîâûå îðòîãîíàëèçîâàííûå àëãîðèòìû êîâàðèàöèîííîãî è èíôîðìàöèîííîãî òè-
ïîâ, à òàêæå îðòîãîíàëèçîâàííûå àëãîðèòìû äëÿ äðóãèõ êëàññîâ äèñêðåòíûõ ñèñòåì,
íàïðèìåð, äëÿ äèñêðåòíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ êîððåëèðîâàííûìè øóìàìè, äëÿ íåëè-
íåéíûõ äèñêðåòíûõ ñèñòåì, äëÿ ïàðíûõ ìàðêîâñêèõ ìîäåëåé ñèñòåì è äðóãèõ.

3.1. Îñîáåííîñòè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè îðòîãîíàëèçîâàííûõ
àëãîðèòìîâ

Â òàáëèöå ïîêàçàíî, ÷òî êàæäûé îðòîãîíàëèçîâàííûé àëãîðèòì ïîñòðîåí íà îñ-
íîâå îäíîãî èç ìàòðè÷íûõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ìåòîäû
îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áàçîâûå âû÷èñëèòåëüíûå
òåõíîëîãèè äëÿ ðåàëèçàöèè îðòîãîíàëèçîâàííûõ àëãîðèòìîâ. Ïîýòîìó òåõíîëîãèÿ
ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè îðòîãîíàëèçîâàííûõ àëãîðèòìîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðîñòîé è
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ïîíÿòíîé [37]. Îíà ñîñòîèò èç òðåõ îñíîâíûõ ýòàïîâ:
1. Çàïîëíèòü èìåþùèìèñÿ äàííûìè áëî÷íûé(ûå) ïðåä-ìàññèâ(û) [pred-array(s)].
2. Âûïîëíèòü ìàòðè÷íîå îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå îäíîãî èç òèïîâ, ïðåä-

ñòàâëåííûõ â òàáë.
3. Ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå áëî÷íûé(ûå) ïîñò-ìàññèâ(û) [post-array(s)] è èçâëå÷ü èç

íåãî (èç íèõ) â âèäå ìàòðè÷íûõ áëîêîâ èñêîìûå ðåçóëüòàòû.
Îáùèå ñõåìû ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ àëãîðèòìîâ ïîêàçàíû

íà ðèñ. 1 è 2 à). Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ îáùèõ ñõåì ïîêàçàíû íà ðèñ. 1 è 2 á).

à) á)

Ðèñ. 1. à) Îáùàÿ ñõåìà ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè êâàäðàòíî-êîðíåâûõ àëãîðèòìîâ; á) Ïðè-
ìåð ñõåìû ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà SRIF (ýòàï ôèëüòðàöèè) íà îñíîâå QR ïðå-
îáðàçîâàíèÿ

à) á)

Ðèñ. 2. à) Îáùàÿ ñõåìà ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè UD àëãîðèòìîâ; á) Ïðèìåð ñõåìû ïðî-
ãðàììíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà UD-CF íà îñíîâå MWGS-UD ïðåîáðàçîâàíèÿ

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðåäñòàâèòü îáùèå ñõåìû äëÿ QL-, LD-, JQR- è SVD-
ïðåîáðàçîâàíèé. Çàïîëíÿÿ áëî÷íûå ìàññèâû íåîáõîäèìûìè äàííûìè, ïîëó÷àåì êîí-
êðåòíûé âàðèàíò îðòîãîíàëèçîâàííîãî àëãîðèòìà. Ðèñ. 3 ñîäåðæèò ïðèìåð ïðîãðàìì-
íîãî êîäà ýòàïà ôèëüòðàöèè àëãîðèòìà SRIF. Ðèñ. 4 ñîäåðæèò ïðèìåð ïðîãðàììíîãî
êîäà àëãîðèòìà UD-CF.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà QR-ïðåîáðàçîâàíèÿ èñïîëüçîâàíà m-ôóíêöèÿ qr èç
ñòàíäàðòíîé áèáëèîòåêè Matlab è ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ â âèäå m-ôóíêöèè
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function [R_L,zx] = SRIF_TM_update(H,S_R,z,R_L,zx)

[m,n] = size(H);

A = [R_L zx; S_R\H S_R\z];
[Q,RR] = qr(A);

R_L = RR(1:n,1:n);

zx = RR(1:n,n+1);

end

Ðèñ. 3. Ïðîãðàììíûé êîä ýòàïà ôèëüòðàöèè àëãîðèòìà SRIF

function [x,U_P,D_P] = UD_CF(F,B,G,H,U_Q,D_Q,U_R,D_R,U_P,D_P,z,x,u)

[m,n] = size(H);

q = size(G,2);

A = [G*U_Q F*U_P zeros(n,m); zeros(m,q) H*U_P U_R]';

Dw = diag([diag(D_Q); diag(D_P); diag(D_R)]);

[U, Db] = MWGS_UD(A, Dw);

U_P = U(1:n,1:n);

D_P = Db(1:n,1:n);

x = F*x + B*u + U(1:n,n+1:n+m)*U(n+1:n+m,n+1:n+m)\(z-H*x);
end

Ðèñ. 4. Ïðîãðàììíûé êîä àëãîðèòìà UD-CF

MWGS_UD îáðàòíîé ïðîöåäóðû ìîäèôèöèðîâàííîé âçâåøåííîé îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà
� Øìèäòà [13].

Òàêèì îáðàçîì, ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ îðòîãîíàëèçîâàííûõ àëãîðèòìîâ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïðèìåíåíèå ìàòðè÷íûõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ê áëî÷íûì
ìàññèâàì äàííûõ. Òàêàÿ îäíîðîäíàÿ ñòðóêòóðà àëãîðèòìîâ èäåàëüíî ïîäõîäèò äëÿ
ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëåíèé è ðåàëèçàöèè ñðåäñòâàìè ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ.

3.2. ×èñëåííàÿ óñòîé÷èâîñòü àëãîðèòìîâ ê îøèáêàì ìàøèííîãî
îêðóãëåíèÿ

Ïðîáëåìà âëèÿíèÿ îøèáîê ìàøèííîãî îêðóãëåíèÿ íà ðàáîòîñïîñîáíîñòü ñòàí-
äàðòíîãî àëãîðèòìà Êàëìàíà áûëà îáîçíà÷åíà âûøå â ðàçäåëå 1.2. Ïîêàæåì íà îäíîì
ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåðå óëó÷øåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ñâîéñòâà ñîâðåìåííûõ îðòîãî-
íàëèçîâàííûõ àëãîðèòìîâ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíûì àëãîðèòìîì Êàëìàíà.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ñïóòíèêà, äâèæóùåãîñÿ ïî
êðóãîâîé îðáèòå [3, p. 1448]. Ìîäåëü äâèæåíèÿ îïèñûâàåòñÿ ðàçíîñòíûìè óðàâíåíè-
ÿìè

xk+1 =


1 1 0, 5 0, 5
0 1 1 1
0 0 1 0
0 0 0 0, 606

 xk+wk, Q =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 q

 , q = 0, 63 · 10−2 (8)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x0 ∼ N (0,Π0), Π0 = I4.
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×òîáû ïîêàçàòü îòëè÷èå â âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâàõ àëãîðèòìîâ äèñêðåòíîé
ôèëüòðàöèè, ðàññìîòðèì ïëîõî îáóñëîâëåííóþ ñõåìó èçìåðåíèé [23, p. 205]:

zk =

[
1 1 1 1
1 1 1 1 + δ

]
xk + vk, vk ∼ N (0, R),

ãäå R = δ2I2. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñèòóàöèè ïîÿâëåíèÿ îøèáîê ìàøèííîãî îêðóãëåíèÿ
ïðåäïîëîæèì, ÷òî δ2 < εîêð, íî δ > εîêð, ãäå εîêð � ïàðàìåòð ìàøèííîãî îêðóãëåíèÿ.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ïîòåðè òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé ñòàíäàðòíûì ôèëüòðîì Êàëìà-
íà â óñëîâèÿõ ïðèìåðà 1, ïðèâåäåì çäåñü ðåçóëüòàòû ñðàâíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ,
ïðîâåäåííîãî àâòîðàìè äàííîé ñòàòüè è ïðåäñòàâëåííîãî â íåäàâíåé ðàáîòå [36].

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû âûïîëíåíû â ñèñòåìå Matlab, îáåñïå÷èâàþùèì
ïðåäñòàâëåíèå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñ ïîãðåøíîñòüþ 10−16. Ïàðàìåòð ìàøèííîãî
îêðóãëåíèÿ εîêð õðàíèòñÿ â ïåðåìåííîé eps, ñî çíà÷åíèåì εîêð=eps/2 = 1, 1102 ·10−16.
Ìû ïðîâåëè ñåðèþ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðà-
ìåòðà δ òàêèõ, ÷òî δ → εîêð. Ìåòîäèêà ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ñëåäóþùàÿ. Íà÷è-
íàÿ ñ íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ, äëÿ k = 1, . . . , K = 100 ìû ïðîâåëè êîìïüþòåðíîå ìîäåëè-
ðîâàíèå ≪èñòèííîé≫ òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ îáúåêòà â ñîîòâåòñòâèè ñ (8). Â ðåçóëüòàòå
áûëè ïîëó÷åíû íàáîðû çíà÷åíèé âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ xexact

k è ñîîòâåòñòâóþùèõ èçìå-
ðåíèé zk, k = 1, . . . , K. Äàëåå, äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ, ñ ïîìîùüþ
m-ôóíêöèé íà ÿçûêå Matlab ìû ïîñ÷èòàëè çíà÷åíèÿ îöåíîê x̂k|k, k = 1, . . . , K âåê-
òîðà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ àëãîðèòìîâ ôèëüòðàöèè óñëîâèÿ
ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà áûëè îäèíàêîâûå.

Â öåëîì, ìû ïðîâåëè ñåðèþ èç M = 500 ýêñïåðèìåíòîâ. Ïðè êàæäîì çàïóñêå âû-
÷èñëÿëàñü ≪èñòèííàÿ≫ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ îáúåêòà, xexact

k , k = 1, . . . , K, ìîäåëèðî-
âàëèñü ñîîòâåòñòâóþùèå èçìåðåíèÿ zk, k = 1, . . . , K è âû÷èñëÿëèñü çíà÷åíèÿ îöåíîê
âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ x̂k|k, k = 1, . . . , K. Ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ êàæäîãî
êîìïîíåíòà âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ìû âû÷èñëèëè ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ îøèáêó (RMSE)
ïî ôîðìóëå:

RMSExi
=

√√√√ 1

MK

M∑
j=1

K∑
k=1

(
xj,exact
i,k − x̂j

i,k|k

)2

, (9)

ãäå M = 500 � ÷èñëî çàïóñêîâ ýêñïåðèìåíòîâ, K = 100 � ÷èñëî èçìåðåíèé, xj,exact
i,k è

x̂j
i,k|k � i-é êîìïîíåíò ≪èñòèííîãî≫ (ìîäåëüíîãî) âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ è åãî îöåíêè, ïîëó-
÷åííîé ïðè ïðîâåäåíèè j-ãî ýêñïåðèìåíòà. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïðåäñòàâëåíû
íà ðèñ. 5.

Ïî ðèñ. 5 âèäíî, ÷òî ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì Êàëìàíà (CKF) áûñòðî òåðÿåò òî÷-
íîñòü âû÷èñëåíèé ïðè δ → εîêð. Ïðè δ = 10−7 è äàëåå, ñòàíäàðòíûé ìåòîä óæå íå
ïðèãîäåí äëÿ âû÷èñëåíèé, ïîñêîëüêó ∥RMSExi∥2 = NaN, ò.å. èç-çà îøèáîê ìàøèí-
íîãî îêðóãëåíèÿ íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò (äëÿ íàãëÿäíîñòè ìû îòîáðàçèëè
çíà÷åíèÿ NaN íà âåðõíåé ãðàíèöå ãðàôèêà). Íàïðîòèâ, îðòîãîíàëèçîâàííûì àëãî-
ðèòìàì óäàåòñÿ ïîääåðæèâàòü ïðèåìëåìóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé âïëîòü äî çíà÷åíèÿ
δ = 10−14. Ïîäðîáíûé ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðàññìîòðåííûõ àëãîðèòìîâ ñì. â [36].

Òàêèì îáðàçîì, â ïðèìåðå 1 ïîêàçàíî, ÷òî ñîâðåìåííûå îðòîãîíàëèçîâàííûå àë-
ãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ íàèìåíåå ÷óâñòâèòåëüíûìè ê îøèáêàì ìàøèííîãî îêðóãëåíèÿ, è
ñëåäîâàòåëüíî, íàèáîëåå íàäåæíûìè àëãîðèòìàìè îïòèìàëüíîãî ëèíåéíîãî îöåíèâà-
íèÿ.
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Ðèñ. 5. Íîðìà âåêòîðà àáñîëþòíûõ îøèáîê ∥RMSExi∥2 (Ïðèìåð 1)

Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ñòàëè ñà-
ìîñòîÿòåëüíîé îáëàñòüþ èññëåäîâàíèÿ è ïîëó÷èëè áîëüøîå ðàçâèòèå. Ñîâðåìåííûå
÷èñëåííî ýôôåêòèâíûå îðòîãîíàëèçîâàííûå àëãîðèòìû ïðèâëåêàòåëüíû íå òîëüêî
ñâîåé óñòîé÷èâîñòüþ ê îøèáêàì ìàøèííîãî îêðóãëåíèÿ. Âàæíûì êà÷åñòâîì, êîòîðîå
îòìå÷àåòñÿ â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå, ÿâëÿåòñÿ ïðèñïîñîáëåííîñòü àëãîðèòìîâ, èñïîëü-
çóþùèõ ðàçëè÷íûå òèïû ìàòðè÷íûõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ê ïðîãðàììíîé
ðåàëèçàöèè íà ïàðàëëåëüíûõ èëè âåêòîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ, ÷òî ïîçâî-
ëÿåò ðàçðàáàòûâàòü íîâûå ýôôåêòèâíûå èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè, â ÷àñòíîñòè,
ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ðåàëüíîãî âðåìåíè è ïðè îáðàáîòêå áîëüøèõ äàííûõ.

Ëþáàÿ îðòîãîíàëèçîâàííàÿ ðåàëèçàöèÿ äèñêðåòíîãî ôèëüòðà Êàëìàíà (êàê â
ñòàíäàðòíîé, òàê è â áûñòðîé ôîðìå) ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå îðòîãîíàëüíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà. Ìåòîä îðòîãîíàëèçàöèè è, ñëåäîâàòåëü-
íî, ìàòðèöû îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äîïóñêàþò îïðåäåëåííûé ïðîèçâîë, ò. å.
äëÿ ðåàëèçàöèè òîãî èëè èíîãî àëãîðèòìà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáûå îðòîãîíàëüíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê æåëàåìîìó âèäó áëî÷íîé ìàòðèöû. Ñëåäîâàòåëüíî,
âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü è ÷èñëåííàÿ ýôôåêòèâíîñòü îðòîãîíàëèçîâàííûõ àëãî-
ðèòìîâ îïðåäåëÿåòñÿ â îñíîâíîì ñëîæíîñòüþ è âû÷èñëèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè ïðè-
ìåíÿåìûõ ìåòîäîâ îðòîãîíàëèçàöèè.

Â äàííîé ñòàòüå äàí êðàòêèé îáçîð ñóùåñòâóþùèõ êëàññîâ ñîâðåìåííûõ îðòî-
ãîíàëèçîâàííûõ àëãîðèòìîâ îïòèìàëüíîé äèñêðåòíîé ôèëüòðàöèè. Ïðåäëîæåííàÿ
êëàññèôèêàöèÿ àëãîðèòìîâ ïî òèïàì ìàòðè÷íûõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîç-
âîëÿåò ëåã÷å ïîíÿòü ìåòîä èõ ïîñòðîåíèÿ è âûáðàòü ñïîñîá ýôôåêòèâíîé ïðîãðàìì-
íîé ðåàëèçàöèè ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ îöåíèâàíèÿ â êëàññå ìíîãîìåðíûõ
äèñêðåòíûõ ëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì.
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Nowadays, computational methods for optimal estimation have become an independent

�eld of research and have received a great progress. Modern numerically e�cient array

algorithms are attractive not only because of their robustness to machine round-o� errors,

but additionally because of utilization various types of matrix orthogonal transformations.

Thus, their design pattern is well suited for parallel implementations on modern computing

systems. These properties allow to develop new e�cient information technologies, in

particular, the techniques that are applicable for solving real-time problems as well as for

processing big data arrays. This paper gives a brief survey of modern array algorithms for

optimal linear discrete-time �ltering. Four large classes of array algorithms are considered:
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square-root array algorithms, array algorithms based on weighted orthogonalization, J-
orthogonal array algorithms and methods based on singular value decomposition. We
suggest a classi�cation of array algorithms according to the type of the utilized matrix
orthogonal transformation on the basis of which these algorithms are designed. Such
classi�cation suggests a more simple way for understanding the array �ltering methods'
design and gives a choice for �nding their most e�ective implementation for estimating
multivariable discrete-time linear stochastic systems. The computational aspects of array
algorithms are investigated. It includes the numerical stability to machine round-o�
errors, and discussion of e�cient software implementation for the array algorithms under
examination. Finally, the array algorithms investigated in this paper are algebraically
equivalent to the conventional implementation of the discrete-time Kalman �lter, but they
possess the signi�cantly improved computational properties. The results of the presented
comparative study allow to conclude that the use of array algorithms in solving practical
problems helps to obtain numerically e�cient and reliable solutions.

Keywords: discrete �ltering; linear stochastic systems; Kalman �lter; matrix orthogonal

transforms; array algorithms.
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