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Статья посвящена исследованию свойств систем дифференциальных уравнений,
содержащих большое (в частности, линейное) запаздывание. Системы с линейным за-
паздыванием имеют достаточно широкое применение в биологии, в частности, при
моделировании распределения клеток в ткани организма; а также в теории нейронных
сетей. Уравнения подобного типа встречаются также в задачах физики и механики, где
важным моментом является асимптотическое поведение решения (в частности, асимп-
тотическая устойчивость). При неустойчивости таких систем возникает задача стаби-
лизации. Оптимальный алгоритм стабилизации основан на совокупности стабилизации
систем обыкновенных дифференциальных уравнений и в дальнейшем разностных си-
стем. Данный алгоритм достаточно просто реализуется с использованием численных
методов решения систем дифференциальных уравнений с запаздыванием и решения
матричных уравнений. Авторами составлена программа, позволяющая достаточно эф-
фективно находить управляющее воздействие, осуществляющее стабилизацию некото-
рых систем.
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Введение

Рассматривается задача получения достаточных условий асимптотической устой-
чивости (а также неустойчивости) и в дальнейшем стабилизации систем с большим (в
частности, с линейным) запаздыванием. Системы с линейным запаздыванием имеют
достаточно широкое применение в биологии, в частности, в при моделировании рас-
пределения клеток в ткани организма; а также в теории нейронных сетей. Уравнения
подобного типа встречаются в задачах физики и механики, где важным моментом
является асимптотическое поведение решения (в частности, асимптотическая устой-
чивость).

Одним из методов исследования систем с линейным запаздыванием является за-
мена аргумента τ = ln(t). В результате замены запаздывание становится постоянным,
но в правой части получающейся в результате замены системы появляется множи-
телем экспонента. Методы исследования, предложенные авторами, существенно учи-
тывают этот факт. Подобными же свойствами обладают и сингулярные системы с
постоянным запаздыванием. Предложенные алгоритмы стабилизации могут быть ис-
пользованы и для стабилизации некоторых более сложных систем.

1. Исследование асимптотических свойств некоторых систем

с запаздыванием

Рассматривается следующая управляемая система с линейным запаздыванием:

dx(t)/dt = Ax(t) +Bx(µt) + Cu(t), µ = const, 0 < µ < 1. (1)
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Здесь A,B – постоянные матрицы размерности [m × m], C – постоянная матрица
размерности [m × r], x(t) – m-мерная вектор-функция времени t, u(t) – r-мерная
вектор-функция управляющего воздействия, t ≥ t0 > 0.

Решение системы (1) определено в момент времени t0 вектор-функцией ϕ̄(t), за-
данной на отрезке [µt0, t0]. Заменой аргумента τ = ln(t) сведем систему (1) к системе
с постоянным запаздыванием σ = − ln(µ)

dz(τ)/dτ = eτ [Az(τ) +Bz(τ − σ) + Cu(τ)]. (2)

Для начального момента времени τ0 решение системы (2) однозначно определяется
начальной вектор-функцией ϕ(η) : η ∈ [−σ, 0]. Пусть u(t) ≡ 0. Покажем, что при
получении достаточных условий неустойчивости иногда эффективнее использовать
систему (2), а именно, рассмотрим скалярный случай. Если для системы (1) взять

функционал Ляпунова – Красовского в виде [1] V (t, x(t)) = x2(t) +α

∫ t

µt

x2(θ)dθ, (α =

const) и вычислить dV (t, x(t))/dt, то, в силу системы (1), получим соотношение

dV (t, x(t))/dt = (α + 2a)x2(t) + 2bx(t)x(µt)− µαx2(µt). (3)

Квадратичная форма величин x(t), x(µt), стоящая в правой части (3), достигает экс-
тремума при α = −a, положительно определена при a > 0, |b| < √

µa. Так как функ-
ционал V (t, x(t)) является знакопеременным, то мы находимся в условиях теоремы
Четаева – Шиманова [2] и получаем достаточные условия неустойчивости системы
(1).

Если же теперь рассмотреть функционал Vσ(τ, z(τ)) = e−τz2(τ) + α

∫ τ

τ−σ

z2(θ)dθ

и вычислить dVσ(τ, z(τ))/dτ в силу системы (2), аналогично получаем достаточные
условия неустойчивости при a > 0, |b| < a – более широкие. Применение функциона-
лов типа Vσ(τ, z(τ)) позволяет получать достаточные условия неустойчивости и для
некоторых нелинейных систем.

Справедливы более точные достаточные условия неустойчивости системы (2).
Пусть λ – собственные числа матрицы A. Ранее доказано [3], что в случае существо-
вания величины λ0: Re(λ0) > δ: δ = const, δ > 0, решение системы (2) неустойчиво
при любой матрице B. В случае же неравенства Re(λ) < −H , H = const, H > 0,
поведение решения зависит от собственных чисел ρ матрицы −A−1B, а именно, если
величины |ρ| меньше единицы, то решение системы (2) экспоненциально устойчиво,
если же найдется величина ρ0: |ρ0| > 1, то решение системы (2) неустойчиво [4].
Приведем еще некоторые свойства системы (2). Сведем данную систему к счетной
системе дифференциальных уравнений на конечном промежутке времени [τ0, τ0 + σ].
Счетная система имеет вид [5]

εndzn+1(τ)/dτ = eτ [Azn+1(τ) +Bzn(τ)], zn+1(τ) = z(τ + nσ), (4)

zn+1(τ0) = zn(τ0 + σ), z0(τ) = ϕ(τ − σ), εn = µn, n = 0, 1, 2, . . . .
Поскольку lim

n→∞
εn = 0, рассмотрим теперь сингулярную систему

εdy(τ)/dτ = Ay(τ) +By(τ − σ) (5)

(ε – малое положительное число). Ей будет соответствовать счетная система

εdyn+1(τ)/dτ = Ayn+1(τ) +Byn(τ), yn+1(τ0) = yn(τ0 + σ). (6)

Получим для системы (5) достаточные условия устойчивости и неустойчивости.
Введем норму вектора w = {w1, w2, . . . , wm}⊤ : ‖w‖ = max

1≤k≤m
|wk| (⊤ – значок

транспонирования). Норму матрицы S = {sij} определим в соответствии с нормой
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вектора. Наряду с такой нормой вектора введем норму вектор-функции на отрезке
[τ0, τ0+σ]: ‖w(τ)‖σ = max

τ
‖w(τ)‖. При такой нормировке данное нормированное про-

странство будет банаховым пространством. Введем в данном пространстве оператор
сдвига Tε, определенный следующим образом:

Tεf(s) = exp{Aτε−1}
[

exp{−Aτ0ε−1}f(τ0 + σ) +

∫ τ

τ0

exp{−Asε−1}Bf(s)ε−1ds

]

.

Тогда решение счетной системы (6) можно представить следующим образом:

yn+1(τ) = Tεyn(s).

Оператор Tε является вполне непрерывным [5], следовательно, асимптотические свой-
ства системы (5) зависят от собственных значений νj данного оператора. Комплексное
число ν тогда и только тогда является собственным значением оператора Tε, когда
интегральное уравнение

exp{νAτε−1} exp{−νAτ0ε−1}y(τ0 + σ) +

∫ τ

τ0

exp{−νAsε−1}ε−1By(s)ds = νy(τ)

имеет нетривиальное решение [5]. Дифференцируя это соотношение по τ , получаем
дифференциальное уравнение

ν

ε
[Ay(τ) + ν−1By(τ)] = ν

dy(τ)

dτ
.

Решением этого уравнения является выражение

y(τ) = exp{ε−1(A+ ν−1B)(τ − τ0)}y(τ0),

откуда, ввиду граничных условий, имеем характеристическое уравнение

det
(

exp
{

(A+Bν−1)
σ

ν

}

− νE
)

= 0. (7)

(Здесь E – единичная матрица размерности [m ×m]). Пусть ∃λ0: Re(λ0) > 0. Тогда,
ввиду того, что ν0 = exp{λ0ε−1} является собственным числом матрицы exp{ε−1A},
в малой окрестности ν0 уравнение (7) имеет вид

det
(

exp
{

(A +O(ε))
σ

ε

}

− νE
)

= 0,

следовательно, по теореме Руше в малой окрестности точки ν0 найдется корень
уравнения (7) больше единицы по модулю, т.е. решение уравнения (5) неустойчи-
во. Пусть теперь для λ справедливо неравенство Re(λ) < −H . Тогда, ввиду оценки
‖ exp{ε−1A(τ − s)}‖ ≤M exp{−ε−1H(τ − s)}, M = const, M > 1, τ0 < s < τ ≤ τ0 + σ,

оператор Tε удовлетворяет оценке ‖Tε‖ < M(1 + ‖B‖
H

), т.е. равномерно ограничен при

любом ε. Следовательно, |νj| ≤ M(1 + ‖B‖
H

).

Сделав замену ν = eσγ : −π
2
< Im(γ) ≤ π

2
, мы получаем из (7) характеристическое

уравнение
det{A+ Be−σγ − γεE} = 0. (8)
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Рассмотрим поведение корней этого уравнения в комплексной области

Ḡ : 0 ≤ Re(γ) ≤ ln

[

M

(

1 +
‖B‖
H

)]

, −π
2
≤ Im(γ) ≤ π

2
(9)

(при достаточно малом ε > 0). Очевидно, при достаточно малом ε > 0 в данной
области корни уравнения (8) как угодно близки к корням вырожденного уравнения

det{A +Be−σγ} = 0. (10)

А в области Ḡ при условии отсутствия корней |ρ| ≥ 1 все корни уравнения (8) имеют
отрицательную вещественную часть. С другой стороны, ввиду произведенной замены,
только в этой области и могли быть корни уравнения (8) с неотрицательной веще-
ственной частью. Таким образом, решение системы (5) экспоненциально устойчиво.
Наоборот, в случае существования корня ρ0 следует, что в данной области найдется
корень уравнения (8) с положительной вещественной частью, следовательно, система
(5) неустойчива. Но данные достаточные условия устойчивости (и неустойчивости)
совпадают с такими же условиями асимптотической устойчивости (а также неустой-
чивости) и для системы (2), полученных ранее в работах [3, 4].

Отметим следующее. Если в счетной дифференциально-разностной системе (4)
также ввести оператор сдвига Tn,τ

Tn,τf(s) = exp

{

Aenσ+τ

[

exp{−Aenσ+τ0}f(τ0 + σ) +

∫ τ

τ0

exp{−Aenσ+s}Benσ+sf(s)ds

]}

,

то ее решение будет иметь вид zn+1(τ) = Tn,τzn(s), а для собственных значений pn
данного оператора получаем уравнение

det

(

exp

{

t0(1− µ)

µn+1

(

A +
B

pn

)}

− pnE

)

= 0

c аналогичными асимптотическими свойствами корней при больших n.

2. Методы стабилизации некоторых систем

1. Пусть Re(λ) < 0, а система (1) неустойчива, или устойчива, но не асимптоти-
чески. Тогда данную проблему можно рассматривать как задачу оптимальной стаби-
лизации разностной системы

yn+1 = −A−1Byn − A−1Cvv = A2yn + C1vn (11)

с минимизацией какого-либо функционала

Q =

∞
∑

j=1

y⊤j Gyj + v⊤j Dvj.

Здесь G и D – симметричные положительно определенные матрицы размерности,
соответственно, [m × m] и [r × r]. При условии полной управляемости системы (11)
искомое управление имеет вид [6]

v0n = [D + (C1)
⊤PC1]

−1(C1)
⊤A2yn = A1yn.
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P – симметричная положительно определенная матрица, удовлетворяющая уравне-
нию

(A2)
⊤PA2 − P +G− ((C1)

⊤PA2)
⊤[D + (C1)

⊤PC1]
−1(C1)

⊤PA2 = 0.

Переходя к системе (1), получаем асимптотически устойчивую систему

dx(t)/dt = Ax(t) + (B + CA1)x(µt).

2. Пусть имеется собственное число λ0. Стабилизируем систему без запаздывающих
членов

dx0(t)/dt = Ax0(t) + Cu0(t) (12)

при законе стабилизации u01 = −C⊤Γx0(t), Γ – симметричная, положительно опреде-
ленная матрица, удовлетворяющая нелинейному уравнению [7]

ΓA+ A⊤Γ− 2ΓCC⊤Γ = −βΓ. (13)

(β – положительная константа, ей мы можем распоряжаться). Известно [7], что при
таком методе стабилизации справедливы соотношения

V (x0(t), t) = x0(t))
⊤Γx0(t), dV (x0(t), t)/dt = −βV (x0(t), t).

Более того, при существовании A−1, матрица Γ−1 удовлетворяет линейному уравне-
нию

AΓ−1 + Γ−1A⊤ − 2CC⊤ = −βΓ−1.

Из данного уравнения следует, что Γ−1 стремится к нулевой матрице при β → ∞.
Следовательно, сама матрица Γ становится большой и ввиду закона управления в
некоторых случаях матрица, обратная матрице As = A − CC⊤Γ может оказаться
такой, что собственные числа ρs матрицы (As)

−1B будут по модулю меньше единицы
при достаточно большом β > 0, т.е. возможна стабилизация системы (1) в один этап.

Приведем конкретный пример. Рассмотрим управляемую систему второго поряд-
ка, где постоянные матрицы A(2), B(2), C(2) имеют вид

A(2) =

(

0 1
a1 0

)

, B(2) =

(

b11 b12
b21 b22

)

, C(2) =

(

0
1

)

. (14)

Здесь a1 = const, a1 > 0. Поскольку λ1 =
√
a1, λ2 = −√

a1, то система без запаздыва-
ющих членов неустойчива. Производим стабилизацию системы без запаздывающих
членов при достаточно большом β. Матрицы Γ(2) и (As)

−1B(2) будут иметь вид

Γ(2) =

(

0, 5β(β2 − 2a1) 0, 5β2

0, 5β2 β

)

,

(As)
−1B(2) =

(

(βb11 + b21)δ1 (βb12 + b22)δ1
b11 b12

)

, δ1 =
1

a1 − 0, 5β2
.

Полагаем управление u(t) = −(0, 5β2x1(t) + βx2(t)). Поскольку при β2 > 4a1 матрица
Γ(2) является положительно определенной, а ≪предельная≫ матрица (A∞)−1B(2) =
lim
β→∞

(As)
−1B(2) имеет вид

(A∞)−1B(2) =

(

0 0
b11 b12

)

,
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получаем, что при |b12| < 1, при достаточно большом β > 0, возможна стабилизация
системы в один этап.

Отметим, что вообще же, после стабилизации системы без запаздывающих членов
далее производится стабилизация вырожденной (разностной) системы.

Следствие 1. Предложенный алгоритм стабилизации применим и к стабилиза-
ции сингулярных систем (2). Если же при стабилизации таких систем использо-
вать, например, алгоритм, предложенный в [8], то искомое управление uε(y) имеет
вид

uε(y) = −D1c
⊤ε−1

(

P1ε
−1 +

∫ 0

−σ

P1ε
−1By(s)ds

)

,

где симметричная матрица P1 удовлетворяет уравнению

P1ε(A+B) + ε(A⊤ + B⊤)P1 + ε2
∫ 0

−σ

ϕ̄(s)ds+ ε2(C3 + C0) = P1KP1. (15)

В уравнении (15) D1 – матрица, аналогичная матрице D, матрица K = CD1C
⊤.

Матрицами C0, C3 и вектор-функцией ϕ̄(s) мы можем распоряжаться (подробнее в
[8]). Решать уравнение (15) можно в виде ряда по степеням ε. Очевидно, предложен-
ный нами алгоритм более прост.

Рассмотрим теперь более сложную управляемую систему вида

dx(t)/dt = Ax(t) + Āx(t− ω) +Bx(µt) + Cu(t),

ω = const, ω > 0, µ = const, 0 < µ < 1. (16)

Предположим, что система без членов с линейным запаздыванием поточечно управ-
ляема. Известно [9], что рассматриваемая система

dx(t)/dt = Ax(t) +B1x(t− σ) + Cu(t)

тогда и только тогда поточечно управляема, когда эта система управляема в смысле
Калмана [10] хотя бы при одном 0 ≤ m < +∞.

При условии поточечной управляемости существует невырожденное преобразо-
вание [9]

ȳ(t) = Ā0x0(t) + Ā1x0(t+ ω) + . . .+ Ām−1x0(t+ (m− 1)ω), (17)

приводящее систему (12) к виду

dȳ(t)/dt = Âȳ(t) + C̄u(t). (18)

Здесь матрица Â размерности [m×m] имеет вид

Â =

















0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 1 0
0 0 0 . . . 0 1
αm1 αm2 . . . . . . . . . αmm
















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(вычисление коэффициентов αij и матрицы C̄ приведено в [9]). Таким образом, нали-
чие членов с постоянным запаздыванием в правой части можно преодолеть с помо-
щью подстановки, предложенной в [9]. Поскольку преобразование (17) невырожден-
ное, мы можем найти теперь величину

x0(t) = B̄0ȳ(t) + B̄1ȳ(t− ω) + ... + B̄m−1ȳ(t− (m− 1)ω). (19)

Подставив выражение (19) в систему (16), получаем управляемую систему вида

dȳ(t)/dt = Âȳ(t) +B
m−1
∑

j=0

B̄j ȳ(µt− jω) + C̄u(t).

Сначала будем стабилизировать систему без членов с запаздыванием. Допустим, мы
стабилизировали ее. Рассмотрим полученную теперь систему

dȳ(t)/dt = ÂS ȳ(t) +B

m−1
∑

j=0

B̄j ȳ(µt− jω) + C̄u(t). (20)

Пусть при u(t) ≡ 0 она неустойчива. Полагаем величину µ > 0 достаточно малой.

Предложение 1. Пусть u(t) ≡ 0. При достаточно малом µ > 0 величина ȳ′(t)
асимптотически устойчива.

Доказательство. Продифференцируем систему (20) по t (для достаточно больших t
производные существуют). Получаем систему

d2ȳ(t)/dt2 = ÂS ȳ
′(t) + µB

m−1
∑

j=0

B̄j ȳ
′(µt− jω). (21)

Пусть t ≥ h, (полагаем, что при выполнении этого равенства производная от y(t) су-
ществует и непрерывна). Считая неоднородностью члены с линейным запаздыванием,
запишем ее решение в форме Коши

ȳ′(t) = Y (t− h)ψ1(t) + µ

∫ t

h

Y (t− s)B

[

m−1
∑

j=0

B̄j ȳ
′(µs− jω)

]

ds. (22)

Здесь Y (t−s) – матрица Коши системы без запаздывающих членов, ψ1(t) – начальная
функция для ȳ′(t). Ввиду того что система без запаздывающих членов, соответству-
ющая системе (16), экспоненциально устойчива, справедлива оценка

‖Y (t− s)‖ ≤ k0e
−β̄(t−s), k0 = const, k0 ≥ 1,

β̄ = const, β̄ > 0

Поскольку запаздывания имеют вид Ωj = (1−µ)t+jω ≤ Ω̄(t), Ω̄(t) = (1−µ)t+(m−1)ω,
dΩ(t)/dt = (1− µ) < 1, 1− µ > 0, то при

µ‖B‖b̄k0
β̄

< 1, b̄ =

m−1
∑

j=0

‖B̄j‖ (23)
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решение системы (22) асимптотически устойчиво, при этом справедлива оценка [11]

‖y′(t)‖ ≤ M̄

(

(1− µ)t+ (m− 1)ω

(1− µ)h+ (m− 1)ω

)χ

,

χ =
σ̄

µ− 1
, M = const, M ≥ 1. (24)

Решение системы (22) мажорируется вектор-функцией – решением уравнения первого
порядка

dŷ(t)/dt = −β̄ŷ(t) + p(t)ŷ(t− Ω(t)),

p(t) =
{

β̄ − σ̄

Ω̄

}

exp

{

−σ̄
∫ t

t−Ω̄(t)

ds

Ω̄(s)

}

.

Здесь константа σ̄ > 0 выбирается таким образом, чтобы при всех t ≥ t0 величина
p(t) > ‖B‖bk0 (подробнее в [11]). Таким образом, ‖y′(t)‖ → 0, причем справедлива
оценка (24).

Предложение 2. При достаточно малых µ > 0 системой первого приближения
для системы (20) является система

dy0(t)/dt = Ay0(t) +B

[

m−1
∑

j=0

B̄j

]

y0(µt). (25)

Доказательство. Рассмотрим вектор-функцию x(µt − ϑ), где ϕ = const (ϕ > 0),
производная этой вектор-функции удовлетворяет оценке (24). Из формулы Лагранжа
для каждой i-й компоненты следует равенство xi(µt− ϕ) = xi(µt)− ϕµx′i(θiµt+ (1−
θi)(µt−ϕ)), θi = const, 0 < θi < 1. Ввиду оценки (24) для достаточно больших t имеем
асимптотическое равенство

x(µt− jω) = x(µt) +O(µ) sup
µt−jω≤η≤µt

‖x(µt− η)‖. (26)

Но тогда системой первого приближения является система (25) (данное утверждение
следует из работы [12]).

Отсюда вытекает, что задача стабилизации системы (20) сведена к успокоению
разностной системы [6]

ȳ(t) = −(Âs)
−1[B

m−1
∑

j=0

B̄j ȳ(µt− jω) + C̄ū(t)] =

m−1
∑

j=0

Rj ȳ(µt− jω) + Ĉū(t). (27)
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METHODS FOR STUDYING THE STABILITY AND STABILIZATION
OF SOME SYSTEMS WITH LARGE DELAY
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The article is devoted to the study of the properties of systems of differential equations
containing a large (in particular, linear) delay. Systems with linear delay have a fairly wide

Вестник ЮУрГУ. Серия ≪Математическое моделирование
и программирование≫ (Вестник ЮУрГУ ММП). 2022. Т. 15, № 4. С. 99–108

107



Б.Г. Гребенщиков, А.Б. Ложников

application in biology, in particular, in modelling the distribution of cells in body tissues, as
well as in the theory of neural networks. Equations of this type are also found in problems of
physics and mechanics, where an important point is the asymptotic behavior of the solution
(in particular, the asymptotic stability). When such systems are unstable, the problem of
stabilization arises. The optimal stabilization algorithm is based on an union of stabilization
of systems of ordinary differential equations and further difference systems. This algorithm
is quite simply implemented using numerical methods for solving systems of differential
equations with a delay and solving matrix equations. We developed a program that allows
quite effectively find a control effect that stabilizes some systems.

Keywords: delay; stability; stabilization.
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