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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáõîäà ìåãàïîëèñîâ ñ óñëîâèÿìè ïðåä-
øåñòâîâàíèÿ è âûïîëíåíèåì ðàáîò â ïðåäåëàõ äàííûõ ìåãàïîëèñîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ñòîèìîñòè ïåðåìåùåíèé çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà, êîòîðûé èìååò ñìûñë äèñêðåòíîãî
âðåìåíè; óïîìÿíóòàÿ çàâèñèìîñòü ìîæåò îòðàæàòü ïðèîðèòåòû êëèåíòîâ, ñâÿçàííûõ ñ
îáñëóæèâàåìûìè ìåãàïîëèñàìè è ÷àñòè÷íî êîìïåíñèðóþùèõ çàòðàòû èñïîëíèòåëåé.
Ïîñòðîåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ îáúåêòèâíî îòâå÷àåò øèðîêî ïîíèìàåìîìó äèíàìè÷åñêî-
ìó ïðîãðàììèðîâàíèþ, ïðèìåíÿåìîìó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìàðøðóòèçàöèè ñ îãðà-
íè÷åíèÿìè. Ïðåäëîæåíî ðàñøèðåíèå èñõîäíîé çàäà÷è, èñïîëüçóþùåå ýêâèâàëåíòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé, â ðåçóëüòàòå ÷åãî äîïóñòèìîñòü (ìàðøðóòîâ) ïî
ïðåäøåñòâîâàíèþ çàìåíÿåòñÿ äîïóñòèìîñòüþ ≪ïî âû÷åðêèâàíèþ≫ (çàäàíèé èç ñïèñ-
êà). Òåì ñàìûì îãðàíè÷åíèÿ íà ìàðøðóò â öåëîì ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå îãðàíè÷åíèé íà
òåêóùèå ïåðåìåùåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óðàâíåíèå Áåëëìàíà. Äëÿ èñïîëüçî-
âàíèÿ ïîñëåäíåãî â âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðå ïîñòðîåíèÿ ñëîåâ ôóíêöèè Áåëëìàíà
èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, â ðàìêàõ êîòîðîãî ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå âñåãî ìàññèâà
çíà÷åíèé óïîìÿíóòîé ôóíêöèè; äàííûé ïîäõîä áàçèðóåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè òîëüêî
ñóùåñòâåííûõ (ïî ïðåäøåñòâîâàíèþ) ñïèñêîâ çàäàíèé, ÷åì äîñòèãàåòñÿ ýêîíîìèÿ âû-
÷èñëåíèé.

Ïðèëîæåíèÿ ðàçâèâàåìîé òåîðèè ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ñ çàäà÷àìè, êàñàþùèìèñÿ
ñíèæåíèÿ îáëó÷àåìîñòè ïåðñîíàëà àòîìíûõ ýëåêòðîñòàíöèé ïðè ðàáîòàõ â óñëîâèÿõ
àâàðèéíûõ ñèòóàöèé, à òàêæå ñ çàäà÷àìè òðàíñïîðòíîãî îáñëóæèâàíèÿ áîëüøîãî ÷èñ-
ëà êëèåíòîâ ïðè íàëè÷èè óñëîâèé ïðèîðèòåòíîñòè, âëèÿþùèõ íà âûáîð î÷åðåäíîñòè
îáñëóæèâàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàðøðóò, óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ, äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììè-

ðîâàíèå.

Ââåäåíèå

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ [1�4] â ïîñòàíîâêå, âêëþ÷àþùåé îñîáåí-
íîñòü, ïîäîáíóþ îòìå÷åííîé â [5] (íåñòàöèîíàðíîñòü â çàäàíèè ôóíêöèé ñòîèìîñòè). Èññëå-
äóåòñÿ çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè ïåðåìåùåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ïîñåùåíèåì ìåãàïîëèñîâ (íåïó-
ñòûõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ) è âûïîëíåíèåì â ïðåäåëàõ ýòèõ ìåãàïîëèñîâ ðàáîò, èìåíóåìûõ
äàëåå âíóòðåííèìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûé èñïîëíèòåëü ïîêèäàåò íà÷àëüíûé ïóíêò
(áàçó), ïåðåìåùàåòñÿ ê ïåðâîìó ìåãàïîëèñó ñ öåëüþ âûïîëíåíèÿ (â åãî ïðåäåëàõ) íåêîòîðûõ
ðàáîò, ïîñëå ÷åãî ïîêèäàåò åãî è ïåðåìåùàåòñÿ êî âòîðîìó ìåãàïîëèñó, ãäå òàêæå âûïîëíÿ-
åò ðàáîòû; äàëåå ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ. Íàäî âûáðàòü î÷åðåäíîñòü ïîñåùåíèÿ ìåãàïîëèñîâ
è êîíêðåòíûé âàðèàíò ðåàëèçàöèè óïîìÿíóòîãî ïîñåùåíèÿ (ñëåäóåò óêàçàòü ïóíêòû èëè
≪ãîðîäà≫ ïðèáûòèÿ è îòïðàâëåíèÿ). Ðàññìàòðèâàåìîé â äàëüíåéøåì ïîñòàíîâêå ìîãóò îò-
âå÷àòü ðàçëè÷íûå ñîäåðæàòåëüíûå çàäà÷è (â ýòîé ñâÿçè ñì. çàêëþ÷åíèå ñòàòüè). Îòìåòèì
ñåé÷àñ òîëüêî îäíó. Ðå÷ü èäåò î ïîñåùåíèè èñïîëíèòåëåì ñèñòåìû ïðîèçâîäñòâåííûõ ïî-
ìåùåíèé, â êîòîðûõ èìåþòñÿ ðàáî÷èå ìåñòà, ïîäëåæàùèå îáñëóæèâàíèþ ñ ñîáëþäåíèåì
îãðàíè÷åíèé òåõíîëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà; â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ýòî ìîæåò áûòü îäíî ðà-
áî÷åå ìåñòî, ãäå òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü íåêîòîðóþ îïåðàöèþ. Ìîæíî äîïóñòèòü, ÷òî â ïðå-
äåëàõ ïîìåùåíèé èñïîëíèòåëü ñòàëêèâàåòñÿ ñ ïîâûøåííûì óðîâíåì âîçäåéñòâèÿ âðåäíûõ
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ôàêòîðîâ (íàïðèìåð, ðàäèàöèè). Ýòè âîçäåéñòâèÿ, âêëþ÷àÿ âíåøíèé ôîí, ñóììèðóþòñÿ.
Âîçíèêàåò çàäà÷à î òîì êàê âûáðàòü î÷åðåäíîñòü ïîñåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîìåùå-
íèé, à òàêæå êîíêðåòíóþ òðàåêòîðèþ ïåðåìåùåíèé, âêëþ÷àþùóþ ≪âíåøíèå≫ ôðàãìåíòû
è ó÷àñòêè, ñâÿçàííûå ñ ïðåáûâàíèåì â ñàìèõ ïîìåùåíèÿõ. Óïîìÿíóòûå ó÷àñòêè îïðåäå-
ëÿþòñÿ íàáîðîì âõîäîâ è âûõîäîâ äëÿ êàæäîãî ïîñåùàåìîãî ïîìåùåíèÿ. Èìåííî íà ýòèõ
ó÷àñòêàõ ïðîèñõîäèò âûïîëíåíèå âíóòðåííèõ ðàáîò. Â ñèëó óïîìÿíóòûõ ïðè÷èí ìîæíî ïðè-
íÿòü, ÷òî ñèñòåìà âõîäîâ-âûõîäîâ äëÿ êàæäîãî ïîìåùåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìåãàïîëèñ,
à ñàìè âõîäû-âûõîäû � êàê ≪ãîðîäà≫, ÷åðåç êîòîðûå îñóùåñòâëÿåòñÿ âõîä äëÿ âûïîëíåíèÿ
(âíóòðåííèõ) ðàáîò è ïîñëåäóþùèé âûõîä. Â ðàìêàõ åñòåñòâåííîé, äëÿ çàäà÷è ñ àääèòèâíûì
âàðèàíòîì àãðåãèðîâàíèÿ çàòðàò, èåðàðõè÷åñêîé ñõåìû ìîæíî áåç ïîòåðè êà÷åñòâà ïîëàãàòü,
÷òî óïîìÿíóòûå ðàáîòû âûïîëíÿþòñÿ âñÿêèé ðàç îïòèìàëüíî, à èõ âëèÿíèå íà ïðîöåññ ïðî-
ÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â òîì, ÷òî ïóíêò ïðèáûòèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèé ìåãàïîëèñ è ïóíêò
îòïðàâëåíèÿ ìîãóò íå ñîâïàäàòü, ÷òî è îòâå÷àåò âûïîëíÿåìîé ðàáîòå. Èññëåäóåìàÿ íèæå
ïîñòàíîâêà äîïóñêàåò èñïîëüçîâàíèå îãðàíè÷åíèé â âèäå óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ.

Ìîæíî óêàçàòü è äðóãèå ïðèêëàäíûå çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê ïîñòàíîâêå íàñòîÿùåé ðà-
áîòû. Òàê, â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âîïðîñ î ïîñëåäîâàòåëüíîì âûäåëåíèè òðàíñ-
ïîðòíûõ ñðåäñòâ äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ïåðåâîçîê â ïðåäåëàõ óêàçàííûõ çàðàíåå òåððèòîðèé;
ïðè ýòîì çàäàíû èëè îïòèìèçèðóþòñÿ ïóíêòû ïîñåùåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìûå êàê ≪ãîðîäà≫.
Ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî ≪ãîðîäà≫ îáúåäèíåíû â ñîâîêóïíîñòè � ìåãàïîëèñû, â ïðåäåëàõ êîòî-
ðûõ äåéñòâóþò îäíîðîäíûå â ôèíàíñîâîì îòíîøåíèè óñëîâèÿ, îïðåäåëÿåìûå òåì èëè èíûì
çàêàç÷èêîì (êëèåíòîì) è îòðàæàþùèåñÿ â ñòîèìîñòè ðàáîò â èíòåðåñàõ ïîñëåäíåãî. Èñïîë-
íèòåëþ ïðèõîäèòñÿ ñ÷èòàòüñÿ ñ ïðåòåíçèÿìè êëèåíòîâ. Ýòî ìîæåò, â ÷àñòíîñòè, ïðîÿâëÿòüñÿ
â ñëåäóþùåì.

Èíäåêñû, ñîîòâåòñòâóþùèå î÷åðåäíîñòè ïîñåùåíèÿ ìåãàïîëèñîâ, èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê
ìîìåíòû âðåìåíè â ñèñòåìå âíåøíèõ ïåðåìåùåíèé, ýòè ìîìåíòû ìîãóò â áîëüøåé èëè ìåíü-
øåé ñòåïåíè îòâå÷àòü èíòåðåñàì ëèö (êëèåíòîâ), çàèíòåðåñîâàííûõ â âûïîëíåíèè ðàáîò â
ïðåäåëàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåãàïîëèñîâ. Åñëè ìîìåíò ïîñåùåíèÿ ìåãàïîëèñà èñïîëíèòåëåì
ÿâëÿåòñÿ ≪ïîäõîäÿùèì≫ äëÿ óïîìÿíóòîãî ëèöà � êëèåíòà, òî îí ìîæåò êîìïåíñèðîâàòü
÷àñòü çàòðàò èñïîëíèòåëÿ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí ìîæåò ýòîãî íå äåëàòü è, áîëåå òîãî,
íàëàãàòü òîò èëè èíîé ≪øòðàô≫, ÷òî íåâûãîäíî èñïîëíèòåëþ. Ïðîñòåéøèé âàðèàíò èí-
òåðåñîâ òàêîãî ðîäà: âñå êëèåíòû çàèíòåðåñîâàíû â ñêîðåéøåì îáñëóæèâàíèè, ÷òî â ïîë-
íîé ìåðå íåâîçìîæíî êàê â ñâÿçè ñ íàëè÷èåì áîëüøîãî ÷èñëà ìåãàïîëèñîâ, òàê è â ñâÿçè
ñ îáúåêòèâíûìè îãðàíè÷åíèÿìè äèðåêòèâíîãî õàðàêòåðà. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ:
êàê óïîðÿäî÷èòü ïðîöåññ ïîñåùåíèÿ ìåãàïîëèñîâ ñ öåëüþ ìèíèìèçàöèè ñîâîêóïíûõ çàòðàò,
èñïîëüçóÿ â òîì ÷èñëå êîìïåíñàöèè, âûäåëÿåìûå ≪óäîâëåòâîðåííûìè≫ êëèåíòàìè, è ìè-
íèìèçèðóÿ ≪øòðàôû≫ çà íåâûãîäíîå (äëÿ êëèåíòîâ) îáñëóæèâàíèå.

Âî âñåõ âûøåóïîìÿíóòûõ ñëó÷àÿõ ðå÷ü èäåò î ïåðåìåùåíèÿõ â çàäàííîì ìíîæåñòâå
X ñ ñèñòåìîé êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ M1, ...,MN . Ôèêñèðóåòñÿ áàçà (íà÷àëüíàÿ òî÷êà) x0,
èç êîòîðîé ñòàðòóåò èñïîëíèòåëü, îáÿçàííûé ïîñåòèòü âñå ìíîæåñòâà (ìåãàïîëèñû) Mj è
âûïîëíèòü â ïðåäåëàõ êàæäîãî èç íèõ ñîîòâåòñòâóþùèå ðàáîòû. Îí îáÿçàí ñîáëþäàòü ïðè
ýòîì îãðàíè÷åíèÿ â ÷àñòè ïîñåùåíèÿ ìåãàïîëèñîâ, èìåþùèå ñìûñë ≪îäíî ïîñëå äðóãîãî≫

(óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ). Ñòîèìîñòè ïåðåìåùåíèé è âíóòðåííèõ ðàáîò, çàâèñÿùèå îò íî-
ìåðà â î÷åðåäè, ñóììèðóþòñÿ. Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ñëåäóåò ïðîîïòèìèçèðîâàòü ñîâîêóïíûé
ìàðøðóò (ñ ôðàãìåíòàìè âíåøíèõ ïåðåìåùåíèé è âíóòðåííèõ ðàáîò) ïî âûøåóïîìÿíóòîìó
àääèòèâíîìó êðèòåðèþ.

Èòàê, ðàññìàòðèâàåìàÿ íèæå ïîñòàíîâêà ìîæåò îòâå÷àòü ðàçëè÷íûì ñîäåðæàòåëüíûì
çàäà÷àì (ñì. â ýòîé ñâÿçè ïðîñòåéøóþ ≪èíôëÿöèîííóþ≫ ìîäåëü â ([5], c. 95, 96). Ïîýòîìó
ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíûì âûÿñíèòü íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà ðåøåíèé. Â ÷àñòíîñòè, èìååò
ñìûñë îáñóäèòü òåîðåòè÷åñêèå ïîëîæåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïðèìåíåíèåì øèðîêî ïîíèìàåìîãî
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äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðàññìàòðèâàÿ ïîñëåäíåå êàê íåêóþ îáùóþ îñíîâó êîí-
ñòðóêöèé ïîñëåäîâàòåëüíîé îïòèìèçàöèè â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åíèé. Îòìåòèì, ÷òî êîíñòðóè-
ðóåìûé íèæå âàðèàíò ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îáëàäàåò ðÿäîì îñîáåííî-
ñòåé. Òàê, â ÷àñòíîñòè, çäåñü, êàê è â [1�4], íå ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå âñåãî ìàññèâà
çíà÷åíèé ôóíêöèè Áåëëìàíà. Âòîðàÿ âàæíàÿ îñîáåííîñòü, òàêæå èìåþùàÿ îòíîøåíèå ê
ýêîíîìèè âû÷èñëåíèé, ñâÿçàíà (êàê è â [5]) ñ òåì, ÷òî â ≪ñîñòàâ≫ ïîçèöèé, äëÿ êîòîðûõ âû-
÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ óïîìÿíóòîé ôóíêöèè, íå âêëþ÷àåòñÿ âðåìåííîé (ïî ñìûñëó) ïàðàìåòð,
à êàæäàÿ èç èñïîëüçóåìûõ äàëåå ïîçèöèé îñòàåòñÿ, êàê è â [1�4], óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé. Ïåð-
âûé ýëåìåíò ýòîé ïàðû ÿâëÿåòñÿ òåêóùèì ñîñòîÿíèåì ïðîöåññà, à âòîðîé � ñïèñêîì çàäàíèé.
Ïîçèöèè îñòàþòñÿ ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî ≪ïðîñòûìè≫ è ïîäîáíûìè (â íîâûõ óñëîâèÿõ) èñ-
ïîëüçóåìûì â [1�4]. Òåì ñàìûì èñêëþ÷àåòñÿ ≪ðàçðàñòàíèå≫ ïðîñòðàíñòâà ïîçèöèé êàê â
êà÷åñòâåííîì, òàê è â êîëè÷åñòâåííîì îòíîøåíèè, ÷òî âàæíî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîñëåäóþùåãî
ïîñòðîåíèÿ è õðàíåíèÿ ìàññèâà çíà÷åíèé ôóíêöèè Áåëëìàíà.

Ðàáîòà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó: ïîñëå ââåäåíèÿ îáùèõ îáîçíà÷åíèé (âêëþ÷àÿ, ïî
ðÿäó ïðè÷èí, è íåêîòîðûå òðàäèöèîííûå) ïðèâåäåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ïðåäâàðÿåìàÿ ñå-
ðèåé çàìå÷àíèé ñîäåðæàòåëüíîãî õàðàêòåðà; çàòåì êîíñòðóèðóåòñÿ ðàñøèðåíèå îñíîâíîé
çàäà÷è è îòâå÷àþùèé åìó âàðèàíò äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âêëþ÷àÿ åãî ≪ýêîíî-
ìè÷íóþ≫ âåðñèþ (ðåêóððåíòíîå ïîñòðîåíèå ñëîåâ ÷àñòè÷íîãî ìàññèâà çíà÷åíèé ôóíêöèè
Áåëëìàíà); íàêîíåö, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ â âèäå ñîîòâåòñòâó-
þùåé ïàðû ìàðøðóò-òðàññà è èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ÏÝÂÌ.

1. Îáîçíà÷åíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà

Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåì ñîêðàùåíèÿ: ÎÇÌ � îñíîâíàÿ çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè, ï/ì
� ïîäìíîæåñòâî, ÓÏ � óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà. Äëÿ ñîêðàùåííîé çàïèñè ñëîâåñíûõ âûñêàçû-

âàíèé èñïîëüçóåì êâàíòîðû è ïðîïîçèöèîíàëüíûå ñâÿçêè; ÷åðåç
△
= îáîçíà÷àåì ðàâåíñòâî

ïî îïðåäåëåíèþ, ∅ � ïóñòîå ìíîæåñòâî. Ñåìåéñòâîì íàçûâàåì ìíîæåñòâî, âñå ýëåìåíòû
êîòîðîãî ñàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè. Åñëè x è y � êàêèå-ëèáî îáúåêòû, òî ÷åðåç {x; y}
îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå x, y è íå ñîäåðæàùåå íèêàêèõ äðóãèõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ

êàæäîãî îáúåêòà z â âèäå {z} △
= {z; z} èìååì îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå z.

Êàæäîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì, à òîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ A, B îïðåäåëåíî
íåïóñòîå ñåìåéñòâî {A; B}. Ñ ó÷åòîì ýòîãî îïðåäåëÿåòñÿ ([6], c. 67) ÓÏ: åñëè x è y � îáú-

åêòû, òî (x, y)
△
=

{
{x}; {x; y}

}
åñòü ÓÏ ñ ïåðâûì ýëåìåíòîì x è âòîðûì ýëåìåíòîì y. Åñëè

z̃ � êàêàÿ-ëèáî ÓÏ, òî ÷åðåç pr1(z̃) è pr2(z̃) îáîçíà÷àåì ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûé è âòîðîé
ýëåìåíòû z̃, êîòîðûå (êàê îáúåêòû) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì z̃ =

(
pr1(z̃), pr2(z̃)

)
.

Äàííîå ñîãëàøåíèå ñóùåñòâåííî, â ÷àñòíîñòè, ïðè óêàçàíèè ñòîèìîñòåé âíóòðåííèõ ðàáîò.

Êàê îáû÷íî, ïîëàãàåì äëÿ ëþáûõ òðåõ îáúåêòîâ x, y è z, ÷òî (x, y, z)
△
=

(
(x, y), z

)
, ïîëó÷àÿ

òðèïëåò ñ ïåðâûì ýëåìåíòîì x, âòîðûì ýëåìåíòîì y è òðåòüèì ýëåìåíòîì z.
×åðåç P(S) (÷åðåç P ′(S)) îáîçíà÷àåì ñåìåéñòâî âñåõ (âñåõ íåïóñòûõ) ï/ì ïðîèçâîëüíîãî

ìíîæåñòâà S; êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå Fin(S) åñòü ïî îïðåäåëåíèþ ñåìåéñòâî âñåõ êîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ èç P ′(S). Åñëè A è B � ìíîæåñòâà, h � îòîáðàæåíèå èç A â B (ò. å. h : A → B) è

C ∈ P ′(A), òî ÷åðåç (h|C) îáîçíà÷àåì ñóæåíèå h íà C; (h|C)(x)
△
= h(x) ∀x ∈ C. Íàïîìíèì

î òðàäèöèîííûõ ïðàâèëàõ ýêîíîìèè ñêîáîê äëÿ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Òàê, äëÿ
âñÿêèõ ìíîæåñòâ A,B è C, îòîáðàæåíèÿ g : A × B → C, òî÷åê a ∈ A è b ∈ B ïîëàãàåì

g(a, b)
△
= g(u), ãäå u = (a, b) (ïðè ýòîì, êîíå÷íî, a = pr1(u) è b = pr2(u)). Àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ A, B, C è D, îòîáðàæåíèÿ s : A × B × C → D, à

òàêæå òî÷åê a ∈ A, b ∈ B è c ∈ C ïîëàãàåì s(a, b, c)
△
= s(v), ãäå v = (a, b, c).

90 Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ïðîãðàììèðîâàíèå≫



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ

Â äàëüíåéøåì R � âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ, [0,∞[
△
= {ξ ∈ R| 0 6 ξ}, N △

= {1; 2; . . .}, No
△
=

{0} ∪ N = {0; 1; 2; . . .}, k, l △
= {i ∈ No | (k 6 i)& (i 6 l)} ∀k ∈ No ∀l ∈ No (äîïóñêàåòñÿ

ðåàëèçàöèÿ ïóñòîãî ìíîæåñòâà). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà S ÷åðåç R+[S] îáîçíà÷àåì
ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé íà S. Åñëè K � íåïóñòîå
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ÷åðåç |K| îáîçíà÷àåì ìîùíîñòü (êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ) K, |K| ∈ N;
ïîëàãàåì òàêæå |∅| △

= 0. Ñ äàííûì îïðåäåëåíèåì åñòåñòâåííî ñâÿçûâàåòñÿ ïîíÿòèå áèåêöèè
≪îòðåçêà≫ N íà íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî: åñëè K � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî,
òî ÷åðåç (bi)[K] îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ áèåêöèé ([7], c. 86) ≪îòðåçêà≫ 1, |K| íà K;
(bi)[K] ̸= ∅. Ïåðåñòàíîâêîé ïðîèçâîëüíîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ([7], c. 87)
âñÿêàÿ áèåêöèÿ ìíîæåñòâà A íà ñåáÿ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Âñþäó â äàëüíåéøåì ôèêñèðóåì ÷èñëî N ∈ N ñî ñâîéñòâîì 2 6 N, íåïóñòîå ìíîæåñòâî
X, òî÷êó xo ∈ X, èìåíóåìóþ áàçîé, à òàêæå êîðòåæ

(Mi)i∈1,N : 1, N −→ Fin(X) (2.1)

öåëåâûõ ìíîæåñòâ, èìåíóåìûõ äàëåå ìåãàïîëèñàìè. Èòàê, M1, ...,MN � ñóòü ìåãàïîëèñû. Â
ñâÿçè ñ (2.1) ïîëàãàåì äàëåå, ÷òî

(xo /∈ Mj ∀j ∈ 1, N)& (Mp ∩Mq = ∅ ∀p ∈ 1, N ∀q ∈ 1, N \ {p}). (2.2)

Ôèêñèðóåì â äàëüíåéøåì ìíîæåñòâî K ∈ P(1, N × 1, N) (K � ï/ì ≪êâàäðàòà≫ 1, N × 1, N ;
ñëó÷àé K = ∅ íå èñêëþ÷àåòñÿ); ýëåìåíòû K (à ýòî � ÓÏ) èìåíóåì àäðåñíûìè ïàðàìè. Ïðè
z ∈ K ðàññìàòðèâàåì i = pr1(z) ∈ 1, N êàê îòïðàâèòåëÿ, à j = pr2(z) ∈ 1, N - êàê ïîëó-
÷àòåëÿ (ñîîáùåíèÿ, ãðóçà), ÷òî ïî ñìûñëó ïðåäïîëàãàåò ïîñåùåíèå ìåãàïîëèñà Mi ðàíüøå,
÷åì ïîñåùåíèå Mj. Èòàê, N,X, xo,M1, . . . ,MN ,K � ñóòü ïàðàìåòðû çàäà÷è. Ïîëåçíî ââåñòè
òàêæå ìíîæåñòâî

X
△
= {xo} ∪

( N∪
i=1

Mi

)
(2.3)

ñ òåì, ÷òîáû â ïîñëåäóþùèõ ïîñòðîåíèÿõ çàìåíèòü X íà X ∈ Fin(X). Â âèäå (2.3) ïîëó÷à-
åì ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà. ×åðåç P îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ

ïåðåñòàíîâîê ≪îòðåçêà≫ 1, N : P △
= (bi)[1, N ]. Åñëè α ∈ P, òî ÷åðåç α−1 îáîçíà÷àåì ïåðåñòà-

íîâêó èç P, îáðàòíóþ ê α : α−1 ∈ P è α−1
(
α(k)

)
= α

(
α−1(k)

)
= k ∀k ∈ 1, N. Ïåðåñòàíîâêè

èç P èìåíóåì äàëåå ìàðøðóòàìè. Â òåðìèíàõ K îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

A △
= {α ∈ P|α−1

(
pr1(z)

)
< α−1

(
pr2(z)

)
∀z ∈ K}; (2.4)

â âèäå (2.4) èìååì ([4], c. 22) ìíîæåñòâî âñåõ ìàðøðóòîâ èç P, äîïóñòèìûõ ïî ïðåäøåñòâî-
âàíèþ: A åñòü (â òî÷íîñòè) ìíîæåñòâî âñåõ ìàðøðóòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ äëÿ âñÿêîé
àäðåñíîé ïàðû îñóùåñòâëÿåò ïîñåùåíèå îòïðàâèòåëÿ ðàíüøå, ÷åì ïîñåùåíèå ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ïîëó÷àòåëÿ. Âñþäó â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì âûïîëíåííûì

Óñëîâèå 3.1. ∀Ko ∈ P ′(K) ∃zo ∈ Ko : pr1(zo) ̸= pr2(z) ∀z ∈ Ko.
Â ([4], ÷àñòü 2) ïîêàçàíî, ÷òî (ïðè óñëîâèè 3.1) A ̸= ∅; ñì. ([4], (2.2.53)). Ìû ðàññìàòðè-

âàåì íèæå çàäà÷ó î ïîñòðîåíèè ïåðåìåùåíèé âèäà

xo → (z1 ∈ Mα(1) ×Mα(1)) → . . . → (zN ∈ Mα(N) ×Mα(N)), (2.5)

ãäå α ∈ A è ÓÏ z1, . . . , zN ìîãóò âûáèðàòüñÿ ïðîèçâîëüíî. Ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë (2.5)
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: èñïîëíèòåëü, ñëåäóÿ î÷åðåäíîñòè, óñòàíàâëèâàåìîé ìàðøðóòîì α,

2013, òîì 6, � 2 91



À.Ã. ×åíöîâ, Ï.À. ×åíöîâ

ïåðåìåùàåòñÿ ñ áàçû x0 â ïóíêò ïðèáûòèÿ x
(1)
1 = pr1(z1) ∈ Mα(1), âûïîëíÿåò ðàáîòû, ñâÿ-

çàííûå ñ Mα(1) è çàâåðøàåìûå â ïóíêòå x
(1)
2 = pr2(z1) ∈ Mα(1), ïîñëå ÷åãî ïåðåìåùàåòñÿ â

ïóíêò ïðèáûòèÿ x
(2)
1 = pr1(z2) ∈ Mα(2) ìåãàïîëèñà Mα(2), âûïîëíÿåò ñîîòâåòñòâóþùèå ðà-

áîòû, çàâåðøàÿ èõ â ïóíêòå x
(2)
2 = pr2(z2) ∈ Mα(2); äàëüíåéøèå ïåðåìåùåíèÿ àíàëîãè÷íû.

Çàäà÷à îðãàíèçàöèè ïåðåìåùåíèé âèäà (2.5) ðàññìàòðèâàëàñü â [1, 2, 3] è â ðÿäå äðóãèõ
ðàáîò. Îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ñïåöèôè÷åñêèé õàðàêòåð ôóíêöèé ñòîèìîñòè âíåøíèõ ïåðå-
ìåùåíèé â (2.5) è ñîîòâåòñòâóþùèõ (âíóòðåííèõ) ðàáîò.

Ôóíêöèè ñòîèìîñòè. Ìû ïîëàãàåì äàëåå, ÷òî âíåøíèå ïåðåìåùåíèÿ â (2.5) õàðàê-
òåðèçóþòñÿ ñòîèìîñòÿìè, çàâèñÿùèìè îò èíäåêñà ìåãàïîëèñà, íà êîòîðûé îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïåðåìåùåíèå, è ≪ìîìåíòà âðåìåíè≫ (äâà óïîìÿíóòûõ îáñòîÿòåëüñòâà íà äåëå âçàèìîñâÿçà-
íû): çàäàíû ôóíêöèè (íà äåëå � ≪îáúåìíûå≫ ìàòðèöû)

c1 ∈ R+[X×M1 × 1, N ], . . . , cN ∈ R+[X×MN × 1, N ]. (2.6)

Â ñâÿçè ñ (2.6) çàìåòèì, ÷òî ïðè j ∈ 1, N, x ∈ X, y ∈ Mj è t ∈ 1, N çíà÷åíèå cj(x, y, t) ∈ [0,∞[
õàðàêòåðèçóåò ñòîèìîñòü ïåðåìåùåíèÿ èç x â òî÷êó y, çàâåðøàåìîãî â ≪ìîìåíò âðåìåíè≫

t. Èíäåêñ j, èñïîëüçóåìûé â ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè èç (2.6), ó÷èòûâàåò âîç-
ìîæíóþ çàèíòåðåñîâàííîñòü èëè, íàïðîòèâ, íåçàèíòåðåñîâàííîñòü êëèåíòà, îòâåòñòâåííîãî
çà îáñëóæèâàíèå Mj , â îñóùåñòâëåíèè òàêîãî ïåðåìåùåíèÿ èìåííî â ≪ìîìåíò≫ t.

Çàìå÷àíèå 1. Â ïðèíöèïå ñèñòåìà (2.6) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê îäíîé ôóíêöèè

c̃ : X×
( N∪
i=1

Mi

)
×1, N −→ [0,∞[,

êîòîðàÿ ñ ó÷åòîì (2.2) ïîëó÷àåòñÿ ñêëåèâàíèåì c1, . . . , cN . Äåëî â òîì, ÷òî ïî êàæäîìó

ýëåìåíòó y ∈
N∪
i=1

Mi îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûé èíäåêñ j[y] ∈ 1, N, äëÿ êîòîðîãî y ∈ Mj[y].

Òîãäà (ïðè x ∈ X è t ∈ 1, N) ìîæíî ïîëàãàòü c̃(x, y, t)
△
= cj[y](x, y, t).

Âîçâðàùàÿñü ê (2.5), ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèè (≪îáúåìíûå≫ ìàòðèöû)

c1 ∈ R+[M1 ×M1 × 1, N ], . . . , cN ∈ R+[MN ×MN × 1, N ]. (2.7)

Çàìå÷àíèå 2. Ïðè j ∈ 1, N, x ∈ Mj , y ∈ Mj è t ∈ 1, N âåëè÷èíà cj(x, y, t) õàðàêòåðèçóåò
ñòîèìîñòü ðàáîò, âûïîëíÿåìûõ èñïîëíèòåëåì â ïðåäåëàõ ìåãàïîëèñà Mj â ≪ìîìåíò≫ t ïðè
óñëîâèè, ÷òî x åñòü ïóíêò ïðèáûòèÿ â ìåãàïîëèñ Mj , à y åñòü ñîîòâåòñòâóþùèé ïóíêò îò-
ïðàâëåíèÿ. Óïîìÿíóòûé íàáîð ïàðàìåòðîâ j, x, y, t ìîæåò, âîîáùå ãîâîðÿ, è íå îïðåäåëÿòü
îäíîçíà÷íî âàðèàíò âûïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âíóòðåííèõ ðàáîò, èõ ìîæíî îñóùåñòâ-
ëÿòü ëó÷øå èëè õóæå â ñìûñëå ðåàëüíîé ñòîèìîñòè. Îäíàêî ìû îðèåíòèðóåìñÿ íà âàðèàíò,
ÿâëÿþùèéñÿ íàèëó÷øèì, èìåÿ â âèäó ñîîáðàæåíèÿ ìèíèìèçàöèè ñîâîêóïíîãî àääèòèâíîãî
êðèòåðèÿ. Ïîýòîìó cj(x, y, t) îïðåäåëÿåì êàê ýêñòðåìóì âíóòðåííèõ ðàáîò â ïðåäåëàõ Mj

â óñëîâèÿõ, êîãäà âûïîëíåíèå ýòèõ ðàáîò íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå x (ïóíêò ïðèáûòèÿ), à çà-
êàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå y. Òàê, íàïðèìåð, åñëè âíóòðåííèå ðàáîòû ñîñòîÿò â ïîñåùåíèè âñåõ
≪ãîðîäîâ≫ ìåãàïîëèñà (èìåþòñÿ â âèäó òî÷êè Mj) ñ íà÷àëîì â x è çàâåðøåíèåì â y, òî
cj(x, y, t) åñòü ìèíèìóì ñóììû ñòîèìîñòåé ïåðåìåùåíèé ìåæäó ãîðîäàìè âäîëü òîãî èëè
èíîãî (âíóòðåííåãî) ìàðøðóòà; ýòè ñòîèìîñòè ìîãóò çàâèñåòü îò t. Çàìåòèì, ÷òî îïðåäå-
ëåíèå çíà÷åíèé cj(x, y, t) ìîæíî îòíåñòè ê ðåøåíèþ çàäà÷ íèæíåãî óðîâíÿ èåðàðõè÷åñêîé
ñõåìû, ïîñëå ÷åãî ýòè çíà÷åíèÿ ïåðåäàþòñÿ íà âåðõíèé óðîâåíü äëÿ ðåøåíèÿ (îñíîâíîé)
ìàêðîçàäà÷è. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ðåøåíèÿ áóäåò íàéäåí îïòèìàëüíûé âàðèàíò ïîñòðîåíèÿ
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ïåðåìåùåíèé â (2.5) è, â ÷àñòíîñòè, áóäóò êîíêðåòèçèðîâàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó âàðè-
àíòó çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ x, y, t ïðè ïîñåùåíèè Mj : áóäóò ðåàëèçîâàíû ìàðøðóò αo ∈ A è
óçëû òðàññû zo1, . . . , z

o
N , ïîñëå ÷åãî íóæíàÿ âåðñèÿ x, y è t áóäåò ïðåäñòàâëåíà â âèäå

x = pr1(z
o
τ ), y = pr2(z

o
τ ), t = τ (2.8)

ïðè j = αo(τ). Ïîñëå ýòîãî ìîæíî êîíêðåòèçèðîâàòü âàðèàíò âûïîëíåíèÿ âíóòðåííèõ ðàáîò,
èñïîëüçóÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ≪âíóòðåííåé≫ çàäà÷è â óñëîâèÿõ (2.8). Òåì ñàìûì ðåàëèçó-
þòñÿ ≪ñâÿçêè≫ êîìïîíåíò ÓÏ zo1, . . . , z

o
N , è ôîðìèðóåòñÿ ñîâîêóïíûé ïðîöåññ, âêëþ÷àþùèé

âíåøíèå ïåðåìåùåíèÿ âèäà (2.5) è ôðàãìåíòû âíóòðåííèõ ðàáîò, îñóùåñòâëÿåìûõ îïòè-
ìàëüíî ïðè ôèêñàöèè ÓÏ zo1 ∈ Mαo(1) ×Mαo(1), . . . , z

o
N ∈ Mαo(N) ×Mαo(N). Â òåîðåòè÷åñêèõ

ïîñòðîåíèÿõ íàñòîÿùåé ðàáîòû ìû çàíèìàåìñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è âåðõíåãî óðîâíÿ, ñ÷èòàÿ,
÷òî ðåøåíèå çàäà÷ íèæíåãî óðîâíÿ çàòðóäíåíèé íå ñîñòàâëÿåò (â ñëó÷àå, êîãäà âíóòðåííèå
ðàáîòû ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà, ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà ÷èñëî
≪ãîðîäîâ≫ â ìåãàïîëèñàõ íåâåëèêî).

Âñþäó â äàëüíåéøåì ôèêñèðóåì f ∈ R+

[ N∪
i=1

Mi

]
.Ôóíêöèÿ f îöåíèâàåò ôèíàëüíîå ñîñòî-

ÿíèå â (2.5): â êà÷åñòâå ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêè èñïîëüçóåòñÿ çíà÷åíèå f(pr2(zN )). Òàêèì
îáðàçîì ìîæíî, â ÷àñòíîñòè, îöåíèòü, åñëè ýòî òðåáóåòñÿ, ïåðåìåùåíèå èç ïóíêòà pr2(zN )
íà áàçó, ÷òî òèïè÷íî äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà. Âîçâðàùàÿñü ê (2.5), ââåäåì òðàññû (òðà-
åêòîðèè), ñîãëàñîâàííûå ñ íàïåðåä âûáðàííûì ìàðøðóòîì. Óñëîâèìñÿ â ýòîé ñâÿçè ÷åðåç
Z îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé

(zi)i∈0,N : 0, N −→ X×X. (2.9)

Îïðåäåëÿåì òðàññû â âèäå êîðòåæåé (2.9). Ïóñòü (â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.5))

Zα
△
=

{
(zi)i∈0,N ∈ Z |

(
zo = (xo, xo)

)
&
(
zj ∈ Mα(j) ×Mα(j) ∀j ∈ 1, N

)}
∀α ∈ P. (2.10)

Èòàê, îïðåäåëåíû âñåâîçìîæíûå òðàññû ïåðåìåùåíèé, ñîãëàñîâàííûå ñ âûáðàííûì ìàðø-
ðóòîì. Ðàçóìååòñÿ, Zα ∈ Fin(Z) ∀α ∈ P. Åñëè α ∈ A è (zi)i∈0,N ∈ Zα, òî

Π
(
α, (zi)i∈0,N

)△
=

N∑
t=1

cα(t)
(
pr2(zt−1), pr1(zt), t

)
+

N∑
t=1

cα(t)(zt, t) + f
(
pr2(zN )

)
. (2.11)

Â òåðìèíàõ (2.11) îïðåäåëåí, â ÷àñòíîñòè (ñì. (2.10)), àääèòèâíûé êðèòåðèé. Îñíîâíàÿ
çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè (ÎÇÌ), èññëåäóåìàÿ â äàëüíåéøåì, èìååò âèä

Π
(
α, (zi)i∈0,N

)
−→ min, α ∈ A, (zi)i∈0,N ∈ Zα. (2.12)

Îãðàíè÷åíèÿ ÎÇÌ (2.12) ñîâìåñòíû; äàííîé çàäà÷å ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå (ãëîáàëüíûé
ýêñòðåìóì)

V
△
= min

α∈A
min

(zi)i∈0,N∈Zα

Π
(
α, (zi)i∈0,N

)
∈ [0,∞[ (2.13)

è íåïóñòîå ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ êàæäîå ÓÏ ìàðøðóò-òðàññà; ïðè
ýòîì ïàðó

(
αo, (zoi )i∈0,N

)
∈ A× Z, äëÿ êîòîðîé (zoi )i∈0,N ∈ Zαo , íàçûâàåì îïòèìàëüíîé, åñëè

Π
(
αo, (zoi )i∈0,N

)
= V. Íàøà öåëü áóäåò ñîñòîÿòü â íàõîæäåíèè V (2.13) è êàêîé-ëèáî îïòè-

ìàëüíîé ïàðû ìàðøðóò-òðàññà.
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3. Ðàñøèðåíèå îñíîâíîé çàäà÷è

Ñëåäóÿ ëîãèêå ïîñòðîåíèé â [1�4], ðàññìîòðèì åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû
îãðàíè÷åíèé, çàìåíÿÿ äîïóñòèìîñòü ìàðøðóòîâ ïî ïðåäøåñòâîâàíèþ äîïóñòèìîñòüþ ≪ïî
âû÷åðêèâàíèþ≫. Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå íå èçìåíÿåò ≪çàïàñ≫ äîïóñòèìûõ ìàðøðóòîâ è
ïðèâîäèò ê áîëåå óäîáíîé ñèñòåìå (óêîðî÷åííûõ) çàäà÷, îáðàçóþùèõ ðàñøèðåíèå ÎÇÌ; â

åãî òåðìèíàõ áóäåò ââåäåíà ôóíêöèÿ Áåëëìàíà. Ïóñòü N
△
= P ′(1, N) è N

△
= N ∪ {∅} (òîãäà

N = P(1, N)). Ñëåäóÿ ([4], ÷àñòü 2), ïîëàãàåì

Ξ[K]
△
= {z ∈ K|

(
pr1(z) ∈ K

)
&
(
pr2(z) ∈ K

)
} ∀K ∈ N. (3.1)

Òîãäà îïåðàòîð âû÷åðêèâàíèÿ I : N → N îïðåäåëÿåòñÿ [4] ñëåäóþùèì ïðàâèëîì:

I(K)
△
= K \ {pr2(z) : z ∈ Ξ[K]} ∀K ∈ N, (3.2)

(ó÷èòûâàåì óñëîâèå 3.1). Â òåðìèíàõ îïåðàòîðà I ââåäåì äîïóñòèìîñòü ≪ïî âû÷åðêèâàíèþ≫;
íîâûé òèï äîïóñòèìîñòè ïðèìåíÿåì ê ìàðøðóòàì ÷àñòè÷íûì, à èìåííî ([4], ÷àñòü 2):

(I− bi)[K]
△
=

{
α ∈ (bi)[K]|α(m) ∈ I

(
{α(i) : i ∈ m, |K|}

)
∀m ∈ 1, |K|

}
∈ P ′((bi)[K]

)
∀K ∈ N.

(3.3)

Ñâîéñòâà (3.3) äîïîëíÿþòñÿ ([4], ÷àñòü 2) ïîëîæåíèåì ≪ñòûêîâî÷íîãî≫ õàðàêòåðà

A = (I− bi)[1, N ]. (3.4)

Â ñâÿçè ñ (3.3), (3.4) ïîëåçíî ââåñòè òàêæå ÷àñòè÷íûå òðàññû; äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ââåäåì
ïðè K ∈ N ìíîæåñòâî ZK âñåõ êîðòåæåé (zi)i∈0,|K| : 0, |K| −→ X×X. Íóæíîå îïðåäåëåíèå

ìíîæåñòâà òðàññ, ñîãëàñîâàííûõ ñ (÷àñòè÷íûì) ìàðøðóòîì, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Z(x,K, α)
△
= {(zi)i∈0,|K| ∈ ZK |

(
zo = (x, x)

)
&
(
zj ∈ Mα(j) ×Mα(j) ∀j ∈ 1, |K|

)
} ∈ Fin(ZK)

∀x ∈ X ∀K ∈ N ∀α ∈ (I− bi)[K].
(3.5)

Ïîñêîëüêó |1, N | = N è Z1,N = Z, òî ïîëó÷àåì åùå îäíî ïðåäñòàâëåíèå ≪ñòûêîâî÷íîãî≫

õàðàêòåðà (ñì. (2.10), (3.4), (3.5)):

Zα = Z(xo, 1, N, α) ∀α ∈ A. (3.6)

Â ñâÿçè ñ (3.5) ââåäåì óêîðî÷åííûå (âîîáùå ãîâîðÿ) âàðèàíòû àääèòèâíîãî êðèòåðèÿ:

π[x;K;α; (zi)i∈0,|K|]
△
=

|K|∑
t=1

cα(t)
(
pr2(zt−1), pr1(zt), N − |K|+ t

)
+

|K|∑
t=1

cα(t)(zt, N − |K|+ t)+

+f
(
pr2(z|K|)

)
∀x ∈ X ∀K ∈ N ∀α ∈ (I− bi)[K] ∀(zi)i∈0,|K| ∈ Z(x,K, α).

(3.7)
Ñ ó÷åòîì (3.3), (3.5) è (3.7) îêàçûâàåòñÿ êîððåêòíûì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:

v(x,K)
△
= min

α∈(I−bi)[K]
min

(zi)i∈0,|K|∈Z(x,K,α)
π[x;K;α; (zi)i∈0,|K|] ∀x ∈ X ∀K ∈ N . (3.8)

Ñîãëàñíî (3.4), (3.6) è (3.7) îïðåäåëåíî çíà÷åíèå π[xo; 1, N ;α; (zi)i∈0,N ] ïðè α ∈ A è (zi)i∈0,N ∈
Zα; èìååì èç (2.11) è (3.7), ÷òî (ñì. (3.4), (3.6)) Π

(
α, (zi)i∈0,N

)
= π[xo; 1, N ;α; (zi)i∈0,N ]. Èç

(3.8) ñëåäóåò, ÷òî v(xo, 1, N) ∈ [0,∞[ è, áîëåå òîãî, ñîãëàñíî (2.13) è (3.8)

v(xo, 1, N) = V. (3.9)
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Â (3.9) èìååì ≪ñòûêîâêó≫ ÎÇÌ è ñèñòåìû óêîðî÷åííûõ çàäà÷ ïî ðåçóëüòàòó. Ñàìè óêîðî-
÷åííûå çàäà÷è ñâÿçûâàþòñÿ ñ (3.8) è ñ ó÷åòîì (3.9) îáðàçóþò ðàñøèðåíèå ÎÇÌ. Ðàñïîëàãàÿ
çíà÷åíèÿìè (3.8), ââåäåì ôóíêöèþ V : X×N −→ [0,∞[ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó, ó÷èòûâà-
þùåìó (3.9) è åñòåñòâåííîå êðàåâîå óñëîâèå:(

V(x,K)
△
= v(x,K) ∀x ∈ X ∀K ∈ N

)
&
(
V(x, ∅) △

= f(x) ∀x ∈ X
)
. (3.10)

Èç (3.9) è (3.10) èìååì ðàâåíñòâî V(xo, 1, N) = V. Èòàê, ââåäåíà ôóíêöèÿ Áåëëìàíà.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè x ∈ X è K ∈ N, òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

V(x,K) = min
j∈I(K)

min
z∈Mj×Mj

[
cj
(
x, pr1(z), N − |K|+ 1

)
+cj(z,N − |K|+ 1)+

+V(pr2(z),K \ {j}
)]
.

(3.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n
△
= |K|; òîãäà n ∈ 1, N, à ïîòîìó (n = 1) ∨ (n ∈ 2, N). Â ñëó÷àå

n = 1 äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî; ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ n ∈ 2, N. Ïðè
j ∈ I(K) èìååì òîãäà

K \ {j} ∈ N : |K \ {j}| = n− 1. (3.12)

Îáîçíà÷èì âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (3.11) ÷åðåç ω; òîãäà ω ∈ [0,∞[.
Ñ ó÷åòîì (3.8), (3.10) âûáåðåì αo ∈ (I− bi)[K] è (zoi )i∈0,n ∈ Z(x,K, αo) òàê, ÷òî

V(x,K) = π[x;K;αo; (zoi )i∈0,n]. (3.13)

Â ñèëó ñþðúåêòèâíîñòè αo èìååì èç (3.3), ÷òî αo(1) ∈ I(K) è ñîãëàñíî (3.12)

K △
= K \ {αo(1)} ∈ N : |K| = n− 1. (3.14)

Ïîñêîëüêó zo1 ∈ Mαo(1) ×Mαo(1), èìååì î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

ω 6 cαo(1)

(
x,pr1(z

o
1), N − n+ 1

)
+cαo(1)(z

o
1, N − n+ 1) + V

(
pr2(z

o
1),K

)
. (3.15)

Çàìåòèì, ÷òî αo(t + 1) ∈ K ïðè t ∈ 1, n− 1. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ìû ââåäåì îòîáðàæåíèå αo :

1, n− 1 −→ K ïîñðåäñòâîì ïðàâèëà αo(t)
△
= αo(t + 1) ∀t ∈ 1, n− 1. Ñ ó÷åòîì (3.3) è (3.14)

ïîëó÷àåì, ÷òî
αo ∈ (I− bi)[K], (3.16)

ïðè÷åì zoj+1 ∈ Mαo(j) ×Mαo(j) ∀j ∈ 1, n− 1. Èñïîëüçóÿ (3.14), ââåäåì êîðòåæ (zooi )i∈0,n−1 ∈
ZK ïî ïðàâèëó (

zooo
△
=

(
pr2(z

o
1), pr2(z

o
1)
))

&(zooj
△
= zoj+1 ∀j ∈ 1, n− 1). (3.17)

Òîãäà (zooi )i∈0,n−1 ∈ Z
(
pr2(z

o
1),K, αo), ïðè÷åì ñïðàâåäëèâî (ñì. (3.13), (3.17)) ñëåäóþùåå

ðàâåíñòâî

V(x,K) = cαo(1)

(
x,pr1(z

o
1), N − n+ 1

)
+cαo(1)(z

o
1, N − n+ 1) + π[pr2(z

o
1);K;αo; (z

oo
i )i∈0,n−1],

ãäå V
(
pr2(z

o
1),K

)
6 π[pr2(z

o
1);K;αo; (z

oo
i )i∈0,n−1] ñîãëàñíî (3.8), (3.10). Â èòîãå ïîëó÷àåì ñ

ó÷åòîì (3.15) íåðàâåíñòâî
ω 6 V(x,K). (3.18)

Ïî îïðåäåëåíèþ ω èìååì äëÿ íåêîòîðûõ q ∈ I(K) è y ∈ Mq ×Mq ðàâåíñòâî

cq
(
x,pr1(y), N − n+ 1

)
+cq(y, N − n+ 1) + V

(
pr2(y), Q

)
= ω, (3.19)
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ãäå Q
△
= K \{q} ∈ N è |Q| = n−1 (ñì. (3.12)). Ñ ó÷åòîì (3.8) è (3.10) ïîäáåðåì βo ∈ (I−bi)[Q]

è (wi)i∈0,n−1 ∈ Z
(
pr2(y), Q, βo

)
òàê, ÷òî ïðè ýòîì

V
(
pr2(y), Q

)
= π[pr2(y);Q;βo; (wi)i∈0,n−1]. (3.20)

Çàìåòèì, ÷òî βo(j − 1) ∈ K ïðè j ∈ 2, n. Ââåäåì îòîáðàæåíèå βo : 1, n −→ K ïî ïðàâèëó(
βo(1)

△
= q

)
&
(
βo(j)

△
= βo(j − 1) ∀j ∈ 2, n

)
. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

βo ∈ (I− bi)[K]. (3.21)

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî (ñì. (3.5)) wj−1 ∈ Mβo(j) × Mβo(j) ∀j ∈ 2, n. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ââåäåì
êîðòåæ (wo

i )i∈0,n ∈ ZK ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

(
wo
o

△
= (x, x)

)
&(wo

1
△
= y)& (wo

j
△
= wj−1 ∀j ∈ 2, n). (3.22)

Èç (3.5) è (3.22) âûòåêàåò î÷åâèäíîå ñâîéñòâî

(wo
i )i∈0,n ∈ Z(x,K, βo). (3.23)

Òîãäà èç (3.8), (3.10), (3.21) è (3.23) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî V(x,K) 6 π[x;K;βo; (wo
i )i∈0,n],

èç êîòîðîãî ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èçâëåêàåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà

V(x,K) 6 cq
(
x,pr1(y), N − n+ 1

)
+cq(y, N − n+ 1) + π[pr2(y);Q;βo; (wi)i∈0,n−1]. (3.24)

Â ñèëó (3.20) è (3.24) V(x,K) 6 cq
(
x,pr1(y), N − n+1

)
+cq(y, N − n+1)+ V

(
pr2(y), Q

)
; êàê

ñëåäñòâèå (ñì. (3.19)), V(x,K) 6 ω. Ñ ó÷åòîì (3.18) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî V(x,K) = ω.

Ïðåäëîæåíèå 1 ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿåò (ñì. (3.11)) óðàâíåíèå Áåëëìàíà, êîòîðîå îïî-
ñðåäîâàíî áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû.

4. Ñëîè ôóíêöèè Áåëëìàíà

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå íàïîìíèì âàðèàíò ≪óñå÷åííîé≫ âåðñèè ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ [1�3] ñ ïîñëåäóþùåé åå êîíêðåòèçàöèåé â äóõå (3.11). Îòîæäåñòâëÿåì
ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâî ïîçèöèé ñ ìíîæåñòâîìX×N, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè V. Êàê è â [1�3], èñïîëüçóåì íèæå ñåìåéñòâî

G △
=

{
K ∈ N| ∀z ∈ K

(
pr1(z) ∈ K

)
=⇒

(
pr2(z) ∈ K

)}
(4.1)

âñåõ ñóùåñòâåííûõ ïî ïðåäøåñòâîâàíèþ ñïèñêîâ (çàäàíèé). Óïîìÿíóòûå ñïèñêè (ñì. (4.1))
ðàíæèðóþòñÿ ïî ìîùíîñòè:

Gs
△
= {K ∈ G| s = |K|} ∈ P(G) ∀s ∈ 1, N. (4.2)

Ïðîùå âñåãî óñòðîåíû ñåìåéñòâà G1 è GN : ïîëàãàÿK1
△
= {pr1(z) : z ∈ K}, èìååì G1 =

{
{k} :

k ∈ 1, N \K1

}
; GN = {1, N} (îäíîýëåìåíòíîå ñåìåéñòâî). Íàêîíåö (ñì. ([4], c. 172)),

K \ {k} ∈ Gs−1 ∀s ∈ 2, N ∀K ∈ Gs ∀k ∈ I(K), (4.3)

(íà ñàìîì æå äåëå Gs−1 =
{
K \ {j} : K ∈ Gs, j ∈ I(K)

}
ïðè s ∈ 2, N, íî äëÿ âñåõ íàøèõ

öåëåé äîñòàòî÷íî (4.3)). Îòìåòèì, ÷òî Gs ̸= ∅ ∀s ∈ 1, N. Ýòîò ôàêò ìîæíî â ïðèíöèïå
èçâëå÷ü èç (4.3). Íî ìû âîñïîëüçóåìñÿ ïîëîæåíèåì ([4], ïðåäëîæåíèå 4.9.2), èñïîëüçóÿ òî,
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÷òî A ̸= ∅ (ñì. ðàçäåë 3). Ïóñòü α ∈ A è s ∈ 1, N. Òîãäà äëÿ ks
△
= N − s + 1 ∈ 1, N èìååì

s = N − ks + 1, à ïîòîìó ([4], c. 175) {α(i) : i ∈ ks, N} ∈ Gs. Òðåáóåìîå ñâîéñòâî íåïóñòîòû
ìíîæåñòâ G1, . . . ,GN óñòàíîâëåíî. Ïóñòü

Js(K)
△
=

{
j ∈ 1, N \K| {j} ∪K ∈ Gs+1

}
∀s ∈ 1, N − 1 ∀K ∈ Gs. (4.4)

Êîíñòðóêöèÿ íà îñíîâå (4.1) � (4.4) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â [1] � [4] íà ïðîñòðàíñòâî ïîçèöèé:
ìû êîíñòðóèðóåì ñëîè Do, D1, . . . , DN . Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî

M
△
=

∪
i∈1,N\K1

Mi ∈ Fin(X)

(ñì. ([4], c. 174, 175)) îïðåäåëÿåò Do â âèäå Do
△
= M×{∅}; DN

△
= {(xo, 1, N)} (îäíîýëåìåíòíîå

ìíîæåñòâî). Êðîìå òîãî, ïîëàãàåì

Ms[K]
△
=

∪
i∈Js(K)

Mi ∀s ∈ 1, N − 1 ∀K ∈ Gs. (4.5)

Ìíîæåñòâà (4.5) îïðåäåëÿþò êëåòêè ïðîñòðàíñòâà ïîçèöèé:

Ds[K] = {(x,K) : x ∈ Ms[K]} ∀s ∈ 1, N − 1 ∀K ∈ Gs. (4.6)

Â òåðìèíàõ (4.6) îïðåäåëÿåì ïðîìåæóòî÷íûå ñëîè ïðîñòðàíñòâà ïîçèöèé

Ds
△
=

∪
K∈Gs

Ds[K] ∈ P ′(X× G) ∀s ∈ 1, N − 1 (4.7)

(ñì. ([4], ïðåäëîæåíèå 4.9.3)). Òîãäà (Ds)s∈0,N : 0, N −→ P ′(X×N). Ñ ó÷åòîì ýòîãî ââåäåì
ñèñòåìó ñóæåíèé ôóíêöèè Áåëëìàíà, ïîëó÷àÿ, ÷òî

Vs
△
= (V|Ds) ∈ R+[Ds] ∀s ∈ 0, N. (4.8)

Èç (4.8) ñëåäóåò, êîíå÷íî (ñì. ðàçäåë 2), ÷òî

Vs(x,K) = V(x,K) ∀s ∈ 0, N ∀(x,K) ∈ Ds. (4.9)

Ïðè ýòîì ñîãëàñíî (3.10) è (4.9) ÿâíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ Vo :

Vo(x, ∅) = f(x) ∀x ∈ M. (4.10)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç îïðåäåëåíèÿ DN è (4.9) èçâëåêàåòñÿ ðàâåíñòâî

VN (xo, 1, N) = V. (4.11)

Ïåðåõîä îò Vo ê VN îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíîé ïðîöåäóðîé

Vo −→ V1 −→ . . . −→ VN , (4.12)

êîòîðàÿ êîíñòðóèðóåòñÿ íèæå íà îñíîâå èçâåñòíîãî ([4], ïðåäëîæåíèå 4.9.4) ñâîéñòâà

(y,K \ {j}) ∈ Ds−1 ∀s ∈ 1, N ∀(x,K) ∈ Ds ∀j ∈ I(K) ∀y ∈ Mj . (4.13)
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Èòàê, ïðè s ∈ 1, N è (x,K) ∈ Ds îïðåäåëåíû âåëè÷èíû Vs−1

(
pr2(z),K \ {j}

)
, j ∈ I(K), z ∈

Mj ×Mj , ÷òî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü çíà÷åíèå

min
j∈I(K)

min
z∈Mj×Mj

[
cj
(
x, pr1(z), N − |K|+ 1

)
+cj(z,N − |K|+ 1) + Vs−1

(
pr2(z),K \ {j}

)]
∈ [0,∞[.

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè s ∈ 1, N è (x,K) ∈ Ds, òî

Vs(x,K) = min
j∈I(K)

min
z∈Mj×Mj

[
cj
(
x, pr1(z), N − |K|+ 1

)
+cj(z,N − |K|+ 1)+

+Vs−1

(
pr2(z),K \ {j}

)]
.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê î÷åâèäíîé êîìáèíàöèè ïðåäëîæåíèÿ 3.1 è (4.13).
Òåïåðü ïîñòðîåíèå (4.12) ìîæíî îñóùåñòâèòü ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Ôóíêöèÿ Vo îïðåäå-

ëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó (4.10). Ïóñòü òåïåðü m ∈ 0, N − 1 è ôóíêöèÿ Vm íàì óæå èçâåñòíà (ò. å.
ïîñòðîåíà). Òîãäà ôóíêöèþ Vm+1 : Dm+1 −→ [0,∞[ îïðåäåëÿåì, èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 2
ïðè s = m+ 1 :

Vm+1(x,K) = min
j∈I(K)

min
z∈Mj×Mj

[
cj
(
x, pr1(z), N − |K|+ 1

)
+

+cj(z,N − |K|+ 1) + Vm

(
pr2(z),K \ {j}

)]
∀(x,K) ∈ Dm+1.

(4.14)

Ïîñðåäñòâîì (4.14) ðåàëèçóåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Vm → Vm+1, ò. å. ðåãóëÿðíûé øàã (ýòàï)
ïðîöåäóðû (4.12). Ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà òàêèõ ðåãóëÿðíûõ øàãîâ (òðåáóåòñÿ N ïðåîáðàçî-
âàíèé óïîìÿíóòîãî òèïà) áóäóò ïîñòðîåíû âñå ôóíêöèè (4.8) è, â ÷àñòíîñòè, áóäåò îïðåäåëåí
(ñì. (4.11)) èñêîìûé ýêñòðåìóì ÎÇÌ, ò. å. çíà÷åíèå V.

5. Ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ â âèäå ñîîò-
âåòñòâóþùåé ïàðû ìàðøðóò-òðàññà. Òåì ñàìûì ðåøåíèå ÎÇÌ (2.12) áóäåò çàâåðøåíî. Èñ-
ïîëüçóåì ïðåäëîæåíèå 2 è ïîëàãàåì èçâåñòíûìè ôóíêöèè Vo,V1, . . . ,VN (ñì. ðåêóððåíòíóþ

ïðîöåäóðó ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà). Ïóñòü zo
△
= (xo, xo).

Èç (4.11) è ïðåäëîæåíèÿ 5.1 ñëåäóåò ðàâåíñòâî

V = min
j∈I(1,N)

min
z∈Mj×Mj

[
cj
(
xo, pr1(z), 1

)
+cj(z, 1) + VN−1

(
pr2(z), 1, N \ {j}

)]
, (5.1)

ãäå ñîãëàñíî (4.13)
(
pr2(z), 1, N \ {k}

)
∈ DN−1 ∀k ∈ I(1, N) ∀z ∈ Mk ×Mk. Ñ ó÷åòîì (5.1)

âûáèðàåì èíäåêñ k1 ∈ I(1, N) è ÓÏ z1 ∈ Mk1 ×Mk1 òàê, ÷òî ïðè ýòîì

V = ck1

(
xo, pr1(z1), 1

)
+ck1(z1, 1) + VN−1

(
pr2(z1), 1, N \ {k1}

)
=

= ck1

(
pr2(zo), pr1(z1), 1

)
+ck1(z1, 1) + VN−1

(
pr2(z1), 1, N \ {k1}

)
.

(5.2)

Òîãäà
(
pr2(z1), 1, N \ {k1}

)
∈ DN−1, |1, N \ {k1}| = N − 1 è ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5.1

VN−1

(
pr2(z1), 1, N \ {k1}

)
= min

j∈I(1,N\{k1})
min

z∈Mj×Mj

[
cj
(
pr2(z1),pr1(z), 2

)
+

+cj(z, 2) + VN−2

(
pr2(z), (1, N \ {k1}) \ {j}

)]
,

(5.3)

ãäå ñîãëàñíî (4.13)
(
pr2(z), (1, N \ {k1}) \ {k}

)
=

(
pr2(z), 1, N \ {k1; k}

)
∈ DN−2 ∀k ∈ I(1, N \

{k1}) ∀z ∈ Mk×Mk. Ñ ó÷åòîì (5.3) âûáèðàåì èíäåêñ k2 ∈ I(1, N\{k1}) è ÓÏ z2 ∈ Mk2×Mk2 ,
äëÿ êîòîðûõ

VN−1

(
pr2(z1), 1, N \ {k1}

)
= ck2

(
pr2(z1), pr1(z2), 2

)
+ck2(z2, 2)+

+VN−2

(
pr2(z2), 1, N \ {k1;k2}

)
.

(5.4)
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Òîãäà
(
pr2(z2), 1, N\{k1;k2}

)
=

(
pr2(z2), 1, N\{ki : i ∈ 1, 2}

)
∈ DN−2 è |1, N\{k1;k2}| = N−2.

Îòìåòèì, ÷òî èç (5.2) è (5.4) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

V =
2∑

t=1

ckt

(
pr2(zt−1), pr1(zt), t

)
+

2∑
t=1

ckt(zt, t) + VN−2

(
pr2(z2), 1, N \ {kt : t ∈ 1, 2}

)
. (5.5)

Ïóñòü òåïåðü r ∈ 2, N òàêîâî, ÷òî óæå ïîñòðîåíû êîðòåæè

(ki)i∈1,r : 1, r −→ 1, N, (5.6)

(zi)i∈0,r : 0, r −→ X×X, (5.7)

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1′) ki1 ̸= ki2 ∀i1 ∈ 1, r ∀i2 ∈ 1, r \ {i1};
2′) zt ∈ Mkt ×Mkt ∀t ∈ 1, r;

3′) kt ∈ I(1, N \ {ki : i ∈ 1, t− 1}) ∀t ∈ 1, r;

4′)
(
pr2(zt), 1, N \ {ki : i ∈ 1, t}

)
∈ DN−t ∀t ∈ 1, r;

5′) VN−t+1

(
pr2(zt−1), 1, N \ {ki : i ∈ 1, t− 1}

)
= ckt

(
pr2(zt−1), pr1(zt), t

)
+ckt(zt, t) +

VN−t

(
pr2(zt), 1, N \ {ki : i ∈ 1, t}

)
∀t ∈ 1, r;

6′) V =
r∑

t=1
ckt

(
pr2(zt−1), pr1(zt), t

)
+

r∑
t=1

ckt(zt, t) + VN−r

(
pr2(zr), 1, N \ {kt : t ∈ 1, r}

)
.

Çàìå÷àíèå 3. Çàìåòèì, ÷òî êîðòåæè (ki)i∈1,2 è (zi)i∈0,2 áûëè ïîñòðîåíû ðàíåå, ïðè÷åì â
ñëó÷àå r = 2 âñå óñëîâèÿ 1′)−6′) äëÿ íèõ âûïîëíÿþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïî âûáîðó k2 èìååì
(ñì. (3.2)), ÷òî k1 ̸= k2, ÷òî äîñòàâëÿåò 1′); 2′) âûïîëíÿåòñÿ ïî âûáîðó z1 è z2. Â ñâÿçè ñ 3′)
îòìåòèì, ÷òî 1, 0 = ∅, à òîãäà {ki : i ∈ 1, t− 1} ïðè t = 1 åñòü ïóñòîå ìíîæåñòâî (îáðàç ∅
ñîâïàäàåò ñ ∅). Ïîýòîìó 3′) âûïîëíÿåòñÿ ïî âûáîðó k1 è k2. Ñâîéñòâî 4′) òàêæå âûïîëíåíî,
÷òî îãîâàðèâàëîñü â âèäå ñëåäñòâèÿ (4.13) ïðè âûáîðå ÓÏ (k1, z1) è (k2, z2). Ñâîéñòâî 5′)
ñëåäóåò èç (5.2) è (5.4) ñ ó÷åòîì (4.11). Íàêîíåö, 6′) ñëåäóåò ïðè r = 2 èç (5.5).

Âîçâðàùàÿñü ê îáùåìó ñëó÷àþ êîðòåæåé (5.6), (5.7), îòìåòèì, ÷òî (r = N) ∨ (r ∈
2, N − 1). Ýòè ñëó÷àè ìû ðàññìîòðèì îòäåëüíî.

a) Ïóñòü r = N. Òîãäà êîðòåæ (5.6) ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì, äåéñòâóþùèì â 1, N, à (5.7)
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì Z : (zi)i∈0,r = (zi)i∈0,N ∈ Z. Èç 1′) ñëåäóåò èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ

η
△
= (ki)i∈1,N , à òîãäà η ∈ P, ãäå ñîãëàñíî 3′) η(t)

△
= I

(
1, N \ {η(i) : i ∈ 1, t− 1}

)
∀t ∈ 1, N.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò ñ ó÷åòîì áèåêòèâíîñòè η ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâà η(t) ∈ I({η(j) : j ∈
t,N}) ∀t ∈ 1, N. Â èòîãå (ñì. (3.3), (3.4)) η ∈ A. Ó÷èòûâàÿ 2′), ïîëó÷àåì â ñèëó (2.10), ÷òî
(zi)i∈0,N ∈ Zη. Òîãäà

(
η, (zi)i∈0,N

)
åñòü äîïóñòèìîå ðåøåíèå. Ñîãëàñíî (2.11)

Π
(
η, (zi)i∈0,N

)
=

N∑
t=1

cη(t)
(
pr2(zt−1), pr1(zt), t

)
+

N∑
t=1

cη(t)(zt, t) + f
(
pr2(zN )

)
. (5.8)

Âìåñòå ñ òåì ñîãëàñíî 4′) â ðàññìàòðèâàåìîì ñåé÷àñ ñëó÷àå(
pr2(zN ), 1, N \ {η(t) : t ∈ 1, N}

)
=

(
pr2(zN ), ∅

)
∈ Do,

ò. ê. η � ñþðúåêöèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî pr2(zN ) ∈ M è

VN−r

(
pr2(zr), 1, N \ {kt : t ∈ 1, r}

)
= Vo

(
pr2(zN ), ∅

)
= f

(
pr2(zN )

)
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(ñì. (4.10) è îïðåäåëåíèå Do â ðàçäåëå 5). Ñ ó÷åòîì (5.8), 6′) è îïðåäåëåíèÿ η èìååì, îäíàêî,

V =
N∑
t=1

cη(t)
(
pr2(zt−1), pr1(zt), t

)
+

N∑
t=1

cη(t)(zt, t) + f
(
pr2(zN )

)
= Π

(
η, (zi)i∈0,n

)
.

Ýòî îçíà÷àåò (ñì. (2.12), (2.13)), ÷òî
(
η, (zi)i∈0,N

)
åñòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ÎÇÌ. Èòàê, â

ñëó÷àå a) ìû óæå ðàñïîëàãàåì îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì.
b) Ïóñòü r ∈ 2, N − 1. Òîãäà r+ 1 ∈ 3, N. Èç 4′) ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî(

pr2(zr), 1, N \ {ki : i ∈ 1, r}
)
∈ DN−r. (5.9)

Ïðè ýòîì N − r ∈ 1, N − 2, N − (r + 1) = (N − r) − 1. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäëîæåíèåì 2 ïðè
óñëîâèè, ÷òî s = N − r è (x,K) ñîâïàäàåò ñ ïîçèöèåé (5.9):

VN−r

(
pr2(zr), 1, N \ {ki : i ∈ 1, r}

)
=

min
j∈I(1,N\{ki:i∈1,r})

min
z∈Mj×Mj

[
cj
(
pr2(zr), pr1(z), N − |1, N \ {ki : i ∈ 1, r}|+ 1

)
+

cj(z,N − |1, N \ {ki : i ∈ 1, r}|+ 1
)
+VN−(r+1)

(
pr2(z), (1, N \ {ki : i ∈ 1, r}) \ {j}

)]
,

(5.10)

ãäå â ñèëó 1′) |1, N \ {ki : i ∈ 1, r}| = N − r, ò. ê. |{ki : i ∈ 1, r}| = r. Ñ ó÷åòîì ýòîãî, à òàêæå
(5.10), âûáèðàåì kr+1 ∈ I(1, N \ {ki :∈ 1, r}) è zr+1 ∈ Mkr+1 ×Mkr+1 òàê, ÷òî

VN−r

(
pr2(zr), 1, N \ {ki : i ∈ 1, r}

)
= ckr+1

(
pr2(zr), pr1(zr+1), r+ 1

)
+

+ckr+1(zr+1, r+ 1) + VN−(r+1)

(
pr2(zr+1), 1, N \ {ki : i ∈ 1, r+ 1}

)
.

(5.11)

Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, zr+1 ∈ X×X. Ïîëó÷èëè äâà íîâûõ êîðòåæà

(ki)i∈1,r+1 : 1, r+ 1 −→ 1, N, (zi)i∈0,r+1 : 0, r+ 1 −→ X×X.

Ïî âûáîðó kr+1 èìååì èç (3.2), ÷òî kr+1 ̸= ki ∀i ∈ 1, r. Ñ ó÷åòîì 1′) ïîëó÷àåì

1′′) ki1 ̸= ki2 ∀i1 ∈ 1, r+ 1 ∀i2 ∈ 1, r+ 1 \ {i1}.
Äàëåå, èç 2′) èìååì ïî âûáîðó zr+1, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî

2′′) zt ∈ Mkt ×Mkt ∀t ∈ 1, r+ 1.

Èç 3′) èìååì ïî âûáîðó kr+1 ñëåäóþùåå ïîëîæåíèå:

3′′) kt ∈ I(1, N \ {ki : i ∈ 1, t− 1}) ∀t ∈ 1, r+ 1.

Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (4.13) è (5.9) ïîëó÷àåì ïî âûáîðó kr+1 è zr+1, ÷òî(
pr2(zr+1), 1, N \ {ki : i ∈ 1, r+ 1}

)
=

=
(
pr2

(
zr+1), (1, N \ {ki : i ∈ 1, r}

)
\{kr+1}

)
∈ DN−(r+1).

(5.12)

Èç 4′) è (5.12) âûòåêàåò 4′′)
(
pr2(zt), 1, N \ {ki : i ∈ 1, t}

)
∈ DN−t ∀t ∈ 1, r+ 1. Îòìåòèì

òåïåðü, ÷òî ñîãëàñíî (5.11) ïðè t = r+ 1 èìååì ðàâåíñòâî

VN−t+1

(
pr2(zt−1), 1, N \ {ki : i ∈ 1, t− 1}

)
= ckt

(
pr2(zt−1), pr1(zt), t

)
+

+ckt(zt, t) + VN−t

(
pr2(zt), 1, N \ {ki : i ∈ 1, t}

)
.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ðàâåíñòâà è 5′) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî

5′′) VN−t+1

(
pr2(zt−1), 1, N \ {ki : i ∈ 1, t− 1}

)
= ckt

(
pr2(zt−1), pr1(zt), t

)
+ckt(zt, t) +

VN−t

(
pr2(zt), 1, N \ {ki : i ∈ 1, t}

)
∀t ∈ 1, r+ 1.

Íàêîíåö, èç 6′) è (5.11) âûòåêàåò ðàâåíñòâî
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6′′) V =
r+1∑
t=1

ckt

(
pr2(zt−1), pr1(zt), t

)
+

r+1∑
t=1

ckt(zt, t) + VN−(r+1)

(
pr2(zr+1), 1, N \ {ki : i ∈

1, r+ 1}
)
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñóìåëè ïðîäîëæèòü êàæäûé èç êîðòåæåé (5.6), (5.7) íà îäèí øàã
(ýòàï) ñ ñîõðàíåíèåì âñåõ îñíîâíûõ ñâîéñòâ: ñèñòåìà óñëîâèé 1′− 6′ ïðåîáðàçîâàíà â ïîäîá-
íóþ ñèñòåìó 1′′−6′′. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà øàãîâ òèïà b) (òðåáóåòñÿ N øàãîâ)
ìû íåèçáåæíî ïðèäåì ê ñèòóàöèè ñëó÷àÿ a), ò.å. ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ ÎÇÌ.

6. Ìîäåëüíûé ïðèìåð

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ ìîäåëüíûé ïðèìåð ÎÇÌ. Ðå÷ü ïîéäåò î ïëîñêîé çà-
äà÷å ìàðøðóòèçàöèè: X = R× R. Èòàê, íà ïëîñêîñòè ôèêñèðóåòñÿ áàçà xo â âèäå íóëåâîãî
âåêòîðà: xo = (0, 0). Â êà÷åñòâå ρ : X ×X → [ 0,∞[ èñïîëüçóåì ôóíêöèþ åâêëèäîâà ðàññòî-
ÿíèÿ: ïðè x1 ∈ X è x2 ∈ X ÷èñëî ρ(x1, x2) åñòü åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó âåêòîðàìè x1
è x2. Ïîëàãàåì â íàñòîÿùåì ðàçäåëå, ÷òî N = 27. Êàæäûé ìåãàïîëèñ M1, . . . ,M27 çàäàåòñÿ
ðàâíîìåðíîé ñåòêîé íà îêðóæíîñòè ïîëîæèòåëüíîãî ðàäèóñà. Èòàê, ìû ïîëàãàåì çàäàííû-
ìè äâà êîðòåæà (Oi)i∈1,N : 1, N −→ X, (Ri)i∈1,N : 1, N −→] 0,∞[; åñëè j ∈ 1, N, òî Oj

îïðåäåëÿåò öåíòð, à Rj � ðàäèóñ îêðóæíîñòè. Ïîëàãàåì, ÷òî |Mj | = 50 ∀j ∈ 1, N. Òî÷êè Mj

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âõîäû-âûõîäû â ïîìåùåíèå, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî èñïîëíèòåëþ
ñëåäóåò äîñòè÷ü çàäàííîé òî÷êè è, âûïîëíèâ òàì íåêîòîðîå äåéñòâèå, ïîêèíóòü ïîìåùåíèå,
âíîâü èñïîëüçóÿ ≪äâåðü≫, ò.å. íåêîòîðûé ýëåìåíòMj . Óïîìÿíóòóþ òî÷êó èìåíóåì ≪ðóáèëü-
íèêîì≫. Èòàê, ìû ôèêñèðóåì òî÷êè a1 ∈ X, . . . , aN ∈ X. Öåëüþ âíóòðåííèõ ðàáîò ÿâëÿåòñÿ
ïðèâåäåíèå â äåéñòâèå ≪ðóáèëüíèêà≫, ñâÿçàííîãî ñ êàæäûì ìåãàïîëèñîì. Ðàññìîòðèì ñî-
îòâåòñòâóþùóþ äåòàëèçàöèþ ôóíêöèé ñòîèìîñòè. Ïîëàãàåì, ÷òî ïðè s ∈ 1, N ôóíêöèÿ cs

îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì: cs(x, y, t)
△
= t ρ(x, y) ïðè x ∈ X, y ∈ Ms è t ∈ 1, N . Òåì ñàìûì îïðå-

äåëåíû ñòîèìîñòè âíåøíèõ ïåðåìåùåíèé. Äëÿ îöåíèâàíèÿ âíóòðåííèõ ðàáîò èñïîëüçóþòñÿ
ôóíêöèè c1, . . . , cN , îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè s ∈ 1, N, x ∈ Ms, y ∈ Ms è
t ∈ 1, N, òî

cs(x, y, t)
△
= t s ρ(x, as) + t s ρ(as, y).

Íàêîíåö, ôóíêöèþ f îòîæäåñòâëÿåì ñ åâêëèäîâîé íîðìîé íà ïëîñêîñòè X. Òåì ñàìûì îïðå-
äåëåíû ôóíêöèè ñòîèìîñòè c1, . . . , cN , c1, . . . , cN , f. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäàíî äâàäöàòè-
ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî K, îïðåäåëÿþùåå óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ (èòàê, èìååì 20 àäðåñ-
íûõ ïàð). Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçîâàëñÿ âàðèàíò ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ, èçëîæåííûé â ñòàòüå è ðåàëèçóþùèé îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ÎÇÌ (2.12). Âðåìÿ ñ÷åòà
58 ìèí 50 ñ.

Äëÿ âû÷èñëåíèé èñïîëüçîâàëàñü ïðîãðàììà, íàïèñàííàÿ íà Microsoft Visual C++ 2005.
Âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäèëèñü íà ÏÝÂÌ ñ ïðîöåññîðîì Intel i7-2630QM ñ 8Ãá îïåðàòèâíîé
ïàìÿòè, ðàáîòàþùåé ïîä óïðàâëåíèåì Windows 7 (ðèñ. 1).

Äàëåå, âû÷èñëåíèÿ áûëè ïðîâåäåíû ïðè òåõ æå èñõîäíûõ äàííûõ, íî â ñëó÷àå

cs(x, y, t)
△
=

t

s
ρ(x, as) +

t

s
ρ(as, y) ∀s ∈ 1, N ∀x ∈ Ms ∀y ∈ Ms∀t ∈ 1, N.

Èòàê, áûëè èçìåíåíû ñòîèìîñòè âíóòðåííèõ ðàáîò. Ìàðøðóò è òðàññà îáõîäà ìåãàïîëèñîâ
èìååò â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóþùèé âèä (ñì. ðèñ. 2) (âðåìÿ ñ÷åòà 1 ÷ 07 ìèí).

Èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî àëãîðèòì ðåàãèðóåò íà èçìåíåíèå âíóòðåííèõ ðàáîò ≪ñìåùå-
íèåì àêöåíòîâ≫ íà âûïîëíåíèå âíåøíèõ ïåðåìåùåíèé, îðèåíòèðóÿñü íà ïî÷òè êðàò÷àéøèå
ïåðåõîäû (ãåîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå), â òî âðåìÿ êàê â ïåðâîì ñëó÷àå ïðåâàëèðîâàëè ýëåìåí-
òû ýêîíîìíîãî ïðîâåäåíèÿ âíóòðåííèõ ïåðåìåùåíèé.
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À.Ã. ×åíöîâ, Ï.À. ×åíöîâ

Ðèñ. 1. Ìàðøðóò è òðàññà îáõîäà ìíîæåñòâ, ïåðâûé ïðèìåð

Ðèñ. 2. Ìàðøðóò è òðàññà îáõîäà ìíîæåñòâ, âòîðîé ïðèìåð

Çàêëþ÷åíèå

Èññëåäóåìàÿ â ñòàòüå çàäà÷à èìååò ñâîèì ïðîòîòèïîì èçâåñòíóþ (òðóäíîðåøàåìóþ) çà-
äà÷ó êîììèâîÿæåðà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç êëàññè÷åñêèõ NP-ïîëíûõ çàäà÷ [8]. Â ñâÿçè ñ
ìåòîäàìè ðåøåíèÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà ñì., â ÷àñòíîñòè, [9�11]. Îòìåòèì øèðîêîå èñïîëü-
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çîâàíèå ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö [12]. Â ðàáîòàõ [13, 14] äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà
ïîñòðîåí âàðèàíò ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Çàäà÷è î ïîñåùåíèè êëàñòå-
ðîâ â ïðîñòðàíñòâå ≪ãîðîäîâ≫ ðàññìàòðèâàëèñü â [15�17]. Ïîñëåäîâàòåëüíîå ðàçâèòèå èäåè
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà çàäà÷è î ïîñåùåíèè êîíå÷íîìåðíûõ êîìïàêòîâ äà-
íî â [18, 19] è â ðÿäå ïîñëåäóþùèõ ðàáîò. Ðàáîòû [1�4] îïðåäåëèëè ñëåäóþùåå ñåðüåçíîå
ïðîäâèæåíèå: â êà÷åñòâå ôðàãìåíòîâ ìàðøðóòà âñòðàèâàëèñü ðàçíîîáðàçíûå (âíóòðåííèå)
ðàáîòû, âûïîëíÿåìûå â ïðåäåëàõ ìåãàïîëèñîâ. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ïîñòðåíèè
ðåàëèçóåìûõ ïðîöåäóð ñûãðàëî èñïîëüçîâàíèå, äëÿ öåëåé ýêîíîìèè âû÷èñëåíèé, óñëîâèé
ïðåäøåñòâîâàíèÿ, ÷òî áûëî ñäåëàíî â [20, 21] è â ðÿäå äðóãèõ ðàáîò. Â [22�25] èññëåäîâà-
ëèñü âîïðîñû ïðèìåíåíèÿ âûøåóïîìÿíóòûõ òåîðåòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ
àòîìíîé ýíåðãåòèêè (â ñâÿçè ñ îáùèìè ïðîáëåìàìè ÿäåðíîé ýíåðãåòèêè ñì. [26]). Ñåé÷àñ
îòìåòèì òîëüêî èíæåíåðíóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè äîçîâîé íàãðóçêè ïåðñîíàëà ÀÝÑ ïðè
âûïîëíåíèè ðàáîò â ïîìåùåíèÿõ ñ ïîâûøåííûì óðîâíåì ðàäèàöèè. Èññëåäóåòñÿ âîçìîæ-
íîñòü ñíèæåíèÿ îáëó÷àåìîñòè ïîñðåäñòâîì ðàöèîíàëüíîãî âûáîðà ìàðøðóòà ïåðåìåùåíèé
íà òåððèòîðèè ñòàíöèè, ïðè âûáîðå êîòîðîãî ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ðàáîòû â ïîìåùåíèÿõ ñ ñî-
áëþäåíèåì òåõíîëîãè÷åñêèõ òðåáîâàíèé. Âîçìîæåí âàðèàíò, îòâå÷àþùèé àâàðèéíîé ñèòóà-
öèè (×åðíîáûëü, Ôóêóñèìà), ïðè êîòîðîé ó÷åò âðåìåííûõ çàâèñèìîñòåé õîòÿ áû íà ãðóáîì
óðîâíå (ïîïûòêà òàêîãî ó÷åòà ñäåëàíà â íàñòîÿùåé ðàáîòå) ìîæåò ñïîñîáñòâîâàòü ëó÷øåé
ðåàëèçàöèè âûøåóïîìÿíóòîé âîçìîæíîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (10-01-96020, 10-08-00484).
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On the Nonstationary Variant of Generalized Courier Problem
with Interior Works

A.G. Chentsov, Institute of Mathematics and Mechanics, Ural Branch of the Russian
Academy of Sciences, Yekaterinburg, Russian Federation, chentsov@imm.uran.ru,
P.A. Chentsov, Institute of Mathematics and Mechanics, Ural Branch of the Russian Academy
of Sciences, Yekaterinburg, Russian Federation, chentsov.p@uran.ru

The problem of the sequential circuit of megalopolises with preceding conditions and
necessity of the interior works in megalopolises is considered in the article. It is supposed
that the costs of permutations depend on the parameter having the sense of a discrete
time. The above-mentioned dependence can re�ect priorities of clients connected with
served megalopolises and partially compensating inputs of executers. The constructed
method corresponds to dynamic programming in a broad sense which is applied to solve
the route problem with constraints. The extension of the problem, which use equivalent
transformation of the system of constraints as a result of which route admissibility by
precedence is changed into admissibility by deletion (the task from the list), introduced
in the article. Therefore route constraints are reduced to the system of constraints by
current interchange that allows us to obtain Bellman equations. To apply the later in the
computational procedure of layers construction of Bellman equation we use the approach
which implies the construction of the whole array of the values for the function mentioned;
this approach is based on the use of essential lists of tasks (by precedence), which the saving
of computations is achieved by.

The use of the theory developed can be connected with the problems dealing with
the reduction of radioactive in�uence on employees of atomic power plants at work under
emergency conditions as well as the problems of transport service for a great number of
clients under conditions of priority in�uencing the choice of service discipline.

Keywords: route, preceding conditions, dynamic programming.
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