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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ èíòåðâàëüíîé
ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ è èíòåðâàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Äëÿ äàííûõ ñèñòåì ââîäèò-
ñÿ ïîíÿòèå ïñåâäîðåøåíèÿ. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïñåâäîðåøåíèÿ äëÿ ëþáûõ èí-
òåðâàëüíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîèñêà ïñåâäîðåøåíèÿ ñ
ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Âñëåäñòâèå
âûðîæäåííîñòè ïîëó÷åííîé çàäà÷è äëÿ åå ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü âû÷èñ-
ëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå òî÷íîñòü, íàìíîãî ïðåâûøàþùóþ âîçìîæíîñòè ñòàíäàðòíûõ
òèïîâ äàííûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñèìïëåêñ-ìåòîä â ñî÷åòàíèè ñ áåçîøèáî÷-
íûìè äðîáíî-ðàöèîíàëüíûìè âû÷èñëåíèÿìè äàåò ðåøåíèå çàäà÷è. Äëÿ ðåàëèçàöèè èñ-
ïîëüçóåòñÿ êðóïíîçåðíèñòûé ïàðàëëåëèçì â ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ íà îñíîâå MPI.
Äëÿ ðåàëèçàöèè áåçîøèáî÷íûõ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ âû÷èñëåíèé íà GPU èñïîëüçó-
åòñÿ CUDA C.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïñåâäîðåøåíèå èí-

òåðâàëüíîé ñèñòåìû, ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå, òî÷íûå âû÷èñëåíèÿ.

Ââåäåíèå

Ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé � ýòî ôóíäàìåíòàëüíûé îáúåêò, êîòîðûé
âñòðå÷àåòñÿ ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷. ×àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðàññìàòðè-
âàåìîé ñèñòåìû íå ìîãóò áûòü çàäàíû òî÷íî, íî èçâåñòíû èíòåðâàëû, êîòîðûì îíè ïðè-
íàäëåæàò. Â óñëîâèÿõ òàêîé èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòè êîýôôèöèåíòîâ íåîáõîäèìî
óòî÷íåíèå îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ. Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðò-
íóþ íîòàöèþ, ïðèíÿòóþ â èíòåðâàëüíîì àíàëèçå [1].

Â ðàáîòàõ [1�5] ñèñòåìàòèçèðîâàíû ïîäõîäû ê ó÷åòó èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòè è
äàíà èõ êëàññèôèêàöèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííîé êëàññèôèêàöèåé, AE-ðåøåíèåì ñèñòåìû
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèéAx = b, â êîòîðîé ýëåìåíòû ìàòðèöA è b ïðåäñòàâëÿ-
þò èíòåðâàëû aij =

[
aij , aij

]
, bj =

[
bj , bj

]
, i, j = 1, 2, . . . , n, íàçûâàþò ýëåìåíòû äîïóñêîâîãî

ìíîæåñòâà

Θtol(A,b) =

x : (∀i, j = 1, 2, . . . , n) (∀aij ∈ aij)

 n∑
j=1

aijxj ∈ bi

 ,

EE-ðåøåíèåì ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íàçûâàþò òî÷êè îáúåäèíåííîãî ìíîæå-
ñòâà

Θuni(A,b) =

x : (∀i, j = 1, 2, . . . , n) (∃aij ∈ aij)

 n∑
j=1

aijxj ∈ bi

 ,
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Â ðàáîòàõ [6, 7] äîêàçàíî, ÷òî ïîèñê EE-ðåøåíèÿ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé çàäà÷åé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Ðîíà [8] ëþ-
áàÿ òî÷êà äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà AE-ðåøåíèé äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå x = x+−x−,
ãäå x+, x− ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû íåðàâåíñòâ

n∑
j=1

[
aijx

+
j − aijx

−
j

]
≥ bi,

n∑
j=1

[
aijx

+
j − aijx

−
j

]
≤ bi, i = 1, 2, . . . , n, x+, x− ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à ïîèñêà AE-ðåøåíèé èìååò ïîëèíîìèàëüíóþ ñëîæíîñòü.
Ìåòîäû îöåíêè AE-ðåøåíèé äëÿ ñëó÷àåâ Θtol(A,b) ̸= ∅ ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [1�

5] è äð. Îñíîâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé, ðàçâèâàåìûì
â Íîâîñèáèðñêå [3�5], ÿâëÿåòñÿ ≪ìåòîä ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà≫. Â íåì äëÿ ïðèíÿ-
òèÿ ðåøåíèÿ î ðàçðåøèìîñòè èëè íåðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (ò.å. î ïóñòîòå/íåïóñòîòå ìíîæå-
ñòâà ðåøåíèé) íåîáõîäèìî ïîðàáîòàòü ñ íåêîòîðûì ñïåöèàëüíûì (íåãëàäêèì è âîãíóòûì)
ôóíêöèîíàëîì, êîòîðûé íàçâàí ≪ðàñïîçíàþùèì≫. Ïðè ýòîì ìàêñèìèçàöèÿ ðàñïîçíàþùåãî
ôóíêöèîíàëà, êîòîðóþ ïðàêòè÷åñêè ìîæíî âûïîëíÿòü, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ
ìåòîäîâ íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè, ðàçðàáîòàííûõ â Èíñòèòóòå êèáåðíåòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû
[9], äàåò äîñòàòî÷íî ñîäåðæàòåëüíóþ èíôîðìàöèþ äëÿ âîçìîæíîé êîððåêöèè çàäà÷è. Ðàç-
ðàáîòàííûå Ñ.Ï. Øàðûì è Ï.È. Ñòåöþêîì ïðîãðàììû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè
èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé çàäà÷è î äîïóñêàõ (ïóñòîòû-íåïóñòîòû äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðå-
øåíèé), èìåþòñÿ â ñâîáîäíîì äîñòóïå íà ñàéòå [10]. Ïðîãðàììû ðåàëèçîâàíû â INTLAB'å
� èíòåðâàëüíîì ðàñøèðåíèè MATLAB'à, à òàêæå â Int4Sci � èíòåðâàëüíîì ðàñøèðåíèè
Scilab'à.

Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (1) îêàçûâàåòñÿ ïëîõî îáóñëîâ-
ëåííîé èëè âîîáùå íåñîâìåñòíîé. Â ýòîì ñëó÷àå ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòàìè [11, 12] ðàçóìíûì
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ââåäåíèå ïîíÿòèÿ ≪ïñåâäîðåøåíèÿ≫.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçëîæåíèå àíîíñèðîâàííîãî â ðàáîòå [13] ïîíÿòèÿ ≪ïñåâ-
äîðåøåíèå≫ äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé ñ èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ è ñïîñîáû ïîñòðîå-
íèÿ èíñòðóìåíòàëüíûõ ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ èõ ïîèñêà.

1. Ïñåâäîðåøåíèå ñèñòåìû èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé

Ïóñòü äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ax = b, â êîòîðîé ýëåìåíòû
ìàòðèö A è b ïðåäñòàâëÿþò èíòåðâàëû aij =

[
aij , aij

]
, bj =

[
bj , bj

]
, i, j = 1, 2, . . . , n.

Äëÿ çàäàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîñòðîèì ïàðàìåòðèçîâàííîå ñåìåéñòâî ñèñòåì óðàâ-
íåíèé Ax = b(z) ñ ìîäèôèöèðîâàííîé ïðàâîé ÷àñòüþ b(z) =

[
b− z |b| , b+ z

∣∣b∣∣] , z ≥ 0.
Ïóñòü z∗ = inf{z : Θtol(A,b(z)) ̸= ∅}. Ïñåâäîðåøåíèåì èñõîäíîé ñèñòåìû Ax = b áóäåì

íàçûâàòü âíóòðåííèå òî÷êè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà Θtol(A,b(z∗)).
Êîððåêòíîñòü ââåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ ïîäòâåðæäàåò

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé Ax = b ïðè âñåõ z > 1 ìíîæå-

ñòâî Θtol(A,b(z)) ̸= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Ðîíà óñëîâèå Θtol(A,b(z)) ̸= ∅ ýêâèâàëåíòíî
ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

n∑
j=1

[
aijx

+
j − aijx

−
j

]
≥ bi − z |bi| , i = 1, 2, . . . , n., (1)
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n∑
j=1

[
aijx

+
j − aijx

−
j

]
≤ bi + z

∣∣bi∣∣ , i = 1, 2, . . . , n, (2)

x+, x− ≥ 0. (3)

Ïîëàãàÿ â (1) � (3) x+ = x− = 0, ïîëó÷èì

0 ≥ bi − z|bi|, 0 ≤ bi + z|bi|, i = 1, 2, . . . , n.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ z ≥ 1 èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå 0 ∈ Θtol(A,b(z)). Òåîðåìà äîêàçàíà.

2. Ñïîñîá ïîèñêà ïñåâäîðåøåíèÿ

Ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ïñåâäîðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ax = b äàåò

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x+
∗
, x−

∗ ∈ Rn, z∗ ∈ R çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ

z → min
x+, x−, z

, (4)

n∑
j=1

(aijx
+
j − aijx

−
j ) ≥ bi − z|bi|, i = 1, 2, . . . , n, (5)

n∑
j=1

(aijx
+
j − aijx

−
j ) ≤ bi + z|bi|, i = 1, 2, . . . , n, (6)

x+j , x
−
j , z ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n, (7)

ïðè ýòîì x∗ = x+
∗ − x−

∗
ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîðåøåíèåì ñèñòåìû Ax = b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ x+
∗
, x−

∗ ∈ Rn,
z∗ ∈ R çàäà÷è ëèíåéíîãî ïîãðàììèðîâàíèÿ (4)�(7). Èç òåîðåìû 1 è òåîðåìû Ðîíà ñëåäóåò,
÷òî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è íå ïóñòî. Çàäà÷à, äâîéñòâåí-
íàÿ ðàññìàòðèâàåìîé, èìååò âèä

n∑
i=1

biy1i −
n∑

i=1

biy2i → max
y1i,y2i

, (8)

n∑
i=1

ajiy1i −
n∑

i=1

ajiy2i ≤ 0, j = 1, 2, . . . , n, (9)

−
n∑

i=1

ajiy1i +
n∑

i=1

ajiy2i ≤ 0, j = 1, 2, . . . , n, (10)

n∑
i=1

|bi|y1i +
n∑

i=1

|bi|y2i ≤ 1, i = 1, 2, . . . , n, (11)

y1i, y2i ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n. (12)

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå y1i = y2i = 0, i = 1, 2, . . . , n ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ðåøåíèåì
çàäà÷è (8)�(12). Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé êàê ó ïðÿìîé,
òàê è äâîéñòâåííîé çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (çàäà÷è (4)�(7) è (8)�(12)). Èç
òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè â ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ó ýòèõ çàäà÷
îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé.
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Ïóñòü x+
∗
, x−

∗
, z∗ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (4)�(7). Èç òåîðåìû Ðîíà ñëåäóåò, ÷òî

x∗ = x+
∗ − x−

∗
ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ðåøåíèåì ñèñòåìû Ax = b(z∗). Èç îïòèìàëüíîñòè

z∗ ñëåäóåò, ÷òî x∗ ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîðåøåíèåì èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
Ax = b. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ââåäåííîå ïîíÿòèå ≪ïñåâäîðåøåíèå≫ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ âïîëíå êîíñòðóêòèâíûì è ïîçâîëÿåò äàâàòü ðåçóëüòàòû ïðè ðåøåíèè
èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïóñêîâîå ìíîæåñòâî Θtol(A,b) äîïóñòèìûõ ðåøå-
íèé ïóñòî.

Îäíàêî, ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà âûñîêóþ ñòåïåíü âûðîæäåííîñò çàäà÷ (4)�(7)
è (8)�(12)), ÷òî áóäåò ïðèâîäèòü ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé ê çàöèêëè-
âàíèþ ñèìïëåêñ-ìåòîäà. Èçáåæàòü çàöèêëèâàíèÿ ìîæíî çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ âû÷èñëåíèé
áåç îêðóãëåíèÿ [14, 15]. Â ýòîì ñëó÷àå íà êàæäîé èòåðàöèè ñèìïëåêñ-ìåòîäà êîëè÷åñòâî òðå-
áóåìûõ áèò ïàìÿòè íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû 4lm4 + O(lm3), ãäå m � ìèíèìàëüíàÿ èç ðàç-
ìåðíîñòåé çàäà÷è, l � ÷èñëî áèò, äîñòàòî÷íûõ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû
èñõîäíûõ äàííûõ, ïðè ýòîì ýôôåêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ (ò.å. îòíîøåíèå óñêîðåíèÿ
ê ÷èñëó ïðîöåññîðîâ) ñîñòàâëÿåò â àñèìïòîòèêå âåëè÷èíó, áëèçêóþ ê 100% [16].

3. Òåõíèêà ðåàëèçàöèè

Èòàê, äëÿ óñïåøíîé ðåàëèçàöèè èçëîæåííîãî ñïîñîáà ïîèñêà ïñåâäîðåøåíèÿ íà êîìïüþ-
òåðå ïîíàäîáèòñÿ íåñêîëüêî ñîñòàâëÿþùèõ. Ñ îäíîé ñòîðîíû íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü äîñòà-
òî÷íóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé äëÿ ïðåîäîëåíèÿ çàöèêëèâàíèÿ ñèìïëåêñ-ìåòîäà. Ïîäîáíàÿ
òåõíèêà îïèñàíà â [17]. Äàëåå, äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ýôôåêòèâíîñòè âñåãî àëãîðèòìà â öåëîì,
ñëåäóåò îáåñïå÷èòü äîñòàòî÷íîå áûñòðîäåéñòâèå òî÷íûõ âû÷èñëåíèé, à äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ
ïàðàëëåëüíîé àðõèòåêòóðû ñîâðåìåííûõ ïðîöåññîðîâ, ïðîèçâåñòè ýôôåêòèâíóþ äåêîìïî-
çèöèþ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ïîòîêè.

3.1. Îáåñïå÷åíèå íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè

Â ðàìêàõ ïðåäûäóùèõ èññëåäîâàíèé áûëè ñîçäàíû êëàññû overlong è rational, ðåà-
ëèçîâàííûå â îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîé ïàðàäèãìå íà ÿçûêå C++ êàê áèáëèîòåêà êëàñ-
ñîâ Exact Computation [14]. Äàííûå êëàññû ïîçâîëÿþò ïðîèçâîäèòü áåçîøèáî÷íûå äðîáíî-
ðàöèîíàëüíûå âû÷èñëåíèÿ è èìåþò ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè. Îáúåêòàìè êëàññà rational
ÿâëÿþòñÿ îáûêíîâåííûå äðîáè p/q, ãäå p, q - îáúåêòû êëàññà overlong. Êëàññ overlong ïðåä-
íàçíà÷åí äëÿ ðàñøèðåíèÿ ëîãè÷åñêèõ âîçìîæíîñòåé öåëî÷èñëåííûõ âû÷èñëåíèé íà êîì-
ïüþòåðå. Îáúåì ïàìÿòè, çàíèìàåìûé òàêèìè îáúåêòàìè, îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè ïðåä-
ñòàâëÿåìûõ ÷èñåë, èõ äèàïàçîí îãðàíè÷åí òîëüêî îáúåìîì àäðåñóåìîé ïàìÿòè. Äèàïàçîí
÷èñåë, ïðåäñòàâëÿåìûõ îáúåêòàìè êëàññà overlong, ðàñøèðåí äî (2−32∗65535, 232∗65535), à
ìèíèìàëüíûé øàã äèñêðåòèçàöèè ÷èñåë, ïðåäñòàâëÿåìûõ îáúåêòàìè êëàññà rational, ìî-
æåò äîñòèãàòü (2−2097150). Äëÿ îáúåêòîâ êëàññîâ overlong è rational îïðåäåëåíû âñå îïå-
ðàòîðû, îïåðàöèè è áèíàðíûå îòíîøåíèÿ, èñïîëüçóåìûå äëÿ ñòàíäàðòíûõ ÷èñëîâûõ òèïîâ
äàííûõ. Òàêèì îáðàçîì, êëàññû overlong è rational äàþò ïîòåíöèàëüíóþ âîçìîæíîñòü
èñïîëüçîâàòü â ïðîãðàììàõ ïîëüçîâàòåëÿ áåçîøèáî÷íîå âûïîëíåíèå îñíîâíûõ àðèôìåòè÷å-
ñêèõ îïåðàöèé íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ áåçîøèáî÷íûõ âû÷èñëåíèé ïðåä-
ñòàâëÿåò èçâåñòíàÿ áèáëèîòåêà GMP(The GNU Multiple Precision Arithmetic Library) [15].
Áèáëèîòåêà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïîä ëèöåíçèåé GNU LGPL, àêòóàëüíàÿ âåðñèÿ áèáëèîòåêè
GMP 5.1.1 äîñòóïíà äëÿ çàãðóçêè ñ îôèöèàëüíîãî ñàéòà ïðîåêòà. Ïðîãðàììíûé êîä îïòè-
ìèçèðîâàí ïîä áîëüøèíñòâî ñóùåñòâóþùèõ ïðîöåññîðíûõ àðõèòåêòóð, îäíàêî îíà íå ïðåäî-
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ñòàâëÿåò ñâîèì îáúåêòàì âîçìîæíîñòü èõ èñïîëüçîâàíèÿ â ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíè-
ÿõ. Äëÿ áîëåå ïîëíîöåííîãî èñïîëüçîâàíèÿ ñîâðåìåííûõ ïðîöåññîðíûõ àðõèòåêòóð êëàññû
overlong è rational õðàíÿò è îïåðèðóþò ÷èñëàìè ïî îñíîâàíèþ 232, êîä îïåðàöèé îïòèìè-
çèðîâàí äëÿ ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ ïî îñíîâàíèþ ñòåïåíü äâîéêè. Îïòèìèçàöèè ïðèìåíÿþòñÿ
òàêæå ïðè ðàáîòå ñ ïàìÿòüþ, ïîñêîëüêó â Ñ++ íåò àâòîìàòè÷åñêîãî ñáîðùèêà ìóñîðà,
òî ëèøíèå ïåðåâûäåëåíèÿ ïàìÿòè ïðèâîäÿò åå ôðàãìåíòàöèè è ñíèæåíèþ áûñòðîäåéñòâèÿ
ïðèëîæåíèÿ â öåëîì, êðàòêîå îïèñàíèå ñîâðåìåííûõ ðåàëèçàöèé êëàññîâ äàíî â [18]. Äëÿ
îáëåã÷åíèÿ ñîïðîâîæäåíèÿ è ìîäèôèêàöèè êëàññîâ îïåðàöèè ñ ïàìÿòüþ èíêàïñóëèðîâàíû
â îòäåëüíûé êëàññ MemHandle, à âûïîëíåíèå áàçîâûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ñ äàííûìè
ïîëíîñòüþ ïðîèçâîäèòñÿ â ðàìêàõ êëàññà ArifRealization (ñì. ôðàãìåíò ëèñòèíãà 1). Òåì

1 c l a s s overlongNM {
2 pr i va t e :
3 s t a t i c A r i fR e a l i z a t i o n r e a l i z a t i o n ;
4 pr i va t e :
5 MemHandle mhandle ;
6 . . .
7 pub l i c : i n l i n e in t32 s i z e ( ) const { re turn leng ;}// l eng o f number
8 pub l i c : i n l i n e in t32 s i gn ( ) const { re turn sgn ; } // s i gn o f number
9 . . .

10 // add i t i on
11 template<typename Type>f r i e nd const overlongNM operator+
12 ( const overlongNM &num, Type v )
13 {overlongNM rez (num) ; re turn ( r ez+=v ) ; }
14 f r i e nd const overlongNM operator+
15 ( const overlongNM&, const overlongNM&);
16 . . .
17 }

Ëèñòèíã 1. Ôðàãìåíò êëàññà overlong

ñàìûì îáúåêò êëàññà overlong ñîäåðæèò â ñåáå îáúåêò òèïà MemHandle, è âñå äåéñòâèÿ ñ
ïàìÿòüþ ïðîèñõîäÿò ÷åðåç èíòåðôåéñ MemHandle. Âñå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ äàííûìè
îñóùåñòâëÿþòñÿ âûçîâîì ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòîäîâ êëàññà ArifRealization. Ïðèìåð ðåà-
ëèçàöèè ìåòîäà add êëàññà overlong ïðåäñòàâëåí â ëèñòèíãå 2. Ýòà òåõíèêà ïîçâîëÿåò ïîë-

1 void overlongNM : : add ( const overlongNM& alpha , const overlongNM& beta ){
2 d_t carry ;
3 const overlongNM& a=(alpha . s i z e ()>=beta . s i z e ( ) ) ? alpha : beta ;
4 const overlongNM& b=(alpha . s i z e ()>=beta . s i z e ( ) ) ? beta : alpha ;
5 i n t32 LA=a . s i z e ( ) ,LB=b . s i z e ( ) , sg=alpha . sgn , newleng ;//LA>=LB
6 //âûçîâ áàçîâîé àðèôìåòè÷åñêîé îïåðàöèè
7 Ar i fRea l i z a t i o n : : add ( a . mhandle . g e tp t r ( ) ,LA, b . mhandle . g e tp t r ( ) ,LB,
8 mhandle . providetmpptr (LA, 1 ) , newleng , car ry ) ;
9 mhandle . settmpasptr ( ) ;

10 i f ( car ry ) mhandle . s a f e s e t v a l u e (LA, car ry ) ;
11 l eng=newleng ;
12 sgn=sg ;
13 }

Ëèñòèíã 2. Îðãàíèçàöèÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ

íîñòüþ àáñòðàãèðîâàòüñÿ îò ðåàëüíîãî ìåñòà õðàíåíèÿ äàííûõ (çà ýòî ïîëíîñòüþ îòâå÷àåò
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ðåàëèçàöèÿ êëàññà MemHandle) è ñïîñîáà ðåàëèçàöèè àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé (êîíêðåòíàÿ
ìåòîäèêà âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé íàä ðàçðÿäàìè èíêàïñóëèðîâàíà â ArifRealization).

3.2. Îáåñïå÷åíèå íåîáõîäèìîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè

Âûøåîïèñàííàÿ òåõíèêà ðàçáèåíèÿ êëàññà overlong, íà òðè ÷àñòè ¾èíòåðôåéñ-ïàìÿòü-
àðèôìåòèêà¿, ïîçâîëÿåò ãèáêî èñïîëüçîâàòü âîçìîæíîñòè âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû. Ïî-
ñêîëüêó ïðîèçâîäèòåëüíîñòü àëãîðèòìà ñèìïëåêñ ìåòîäà îáåñïå÷èâàåòñÿ, â òîì ÷èñëå, çà
ñ÷åò ýôôåêòèâíîñòè ðåàëèçàöèé êëàññîâ overlong è rational, ïðè èõ íàïèñàíèè ó÷òåíà
âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ñîâðåìåííûõ ãåòåðîãåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåä ñ GPU óñêî-
ðèòåëÿìè Nvidia (âîçìîæíîñòü çàäåéñòâîâàòü GPU îò êîìïàíèè AMD è âñòðîåííûå ãðàôè-
÷åñêèõ óñêîðèòåëåé, íàïðèìåð, Intel HD Graphics äàåò ÿçûê OpenCL, îäíàêî ýêñïåðèìåíòû
ïîêàçàëè áîëüøóþ òðóäîåìêîñòü ïðîöåññà êîäèðîâàíèÿ ïðè ìàëîì ïðèðîñòå ýôôåêòèâíî-
ñòè). Àëãîðèòìû ïàðàëëåëüíîãî âûïîëíåíèÿ áàçîâûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, à òàêæå
íåêîòîðûå àñïåêòû èõ ðåàëèçàöèè â ãåòåðîãåííîé ñðåäå îïèñàíû â [18]. Õðàíåíèå îïåðàíäîâ
îðãàíèçóåòñÿ ñ ó÷åòîì óñòðîéñòâà, íà êîòîðîì ïðîèçâîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ. Òàê, ïðè íàëè-
÷èè â ñèñòåìå GPU Nvidia, âñå äàííûå (ðàçðÿäû) ÷èñåë ìîæíî õðàíèòü íåïîñðåäñòâåííî íà
GPU, òàì æå âûïîëíÿòü àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ÷èñëàìè, ýòî ñíèæàåò äî ìèíèìóìà
êîëè÷åñòâî ïåðåñûëîê äàííûõ ïî PCI øèíå, îñòàåòñÿ ëèøü ñêîïèðîâàòü â îñíîâíóþ ïà-
ìÿòü ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé. Äëÿ ñèñòåì áåç GPU, âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ íà ïðîöåññîðå,
äàííûå õðàíÿòñÿ íåïîñðåäñòâåííî â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ñèñòåìû.

3.3. Ìåëêîçåðíèñòûé ïàðàëëåëèçì

Ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ íà GPU òðåáóþò ïåðåðàáîòêè àëãîðèòìîâ áàçîâûõ àðèôìå-
òè÷åñêèõ îïåðàöèé ñ ó÷åòîì ñïåöèôè÷åñêîé àðõèòåêòóðû óñòðîéñòâà. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ëè-
ñòèíãè íåêîòîðûõ îïåðàöèé äëÿ GPU Nvidia íà ðàñøèðåíèèè ÿçûêà C îò Nvidia Ñorporation
(CUDA C).

3.3.1. Ñëîæåíèå

Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ äëèííûõ ÷èñåë íà GPU îñóùåñòâëÿåòñÿ â íåñêîëüêî ýòàïîâ: ïà-
ðàëëåëüíîå ñëîæåíèå ðàçðÿäîâ, ñèíõðîíèçàöèÿ, ïàðàëëåëüíîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïåðåíîñîâ
èç ðàçðÿäîâ. Îñîáåííîñòü àðõèòåêòóðû GPU, à èìåííî, âûïîëíåíèå íèòåé áëîêàìè è îò-
ñóòñòâèå ñèíõðîíèçàöèè ìåæäó áëîêàìè òðåáóåò ñîõðàíåíèÿ ≪ïîãðàíè÷íûõ≫ ïåðåíîñîâ âî
âðåìåíîì ìàññèâå (çà ýòî îòâå÷àåò ñòðîêà íîìåð 16 â ëèñòèíãå 3 è ïîñëåäóþùåãî ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ (DNumAdd_part2) (ëèñòèíã 4). Óñòàíîâêà ïàðàìåòðîâ è çàïóñê êîäà íà ãðàôè÷åñêîì

óñêîðèòåëå ïðåäñòàâëåíû íà ëèñòèíãå 5. Ýòîò êîä âûïîëíÿåòñÿ íà ñòîðîíå CPU, èëè, òàê
íàçûâàåìîé, ñòîðîíå Host.

3.3.2. Óìíîæåíèå

Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ îäíà èç íàèáîëåå çàòðàòíûõ ïî âðåìåíè. Äëÿ âûïîëíåíèÿ îïå-
ðàöèè ïàðàëëåëüíîãî óìíîæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ áûñòðàÿ ðàçäåëÿåìàÿ ìåæäó íèòÿìÿ áëî-
êà __shared__ ïàìÿòü. Â ðåàëèçàöèè ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ îñîáåííîñòè àðõèòåêòóðû
GPU Nvidia, à èìåííî, ïîëíîñòüþ ñèíõðîííîå âûïîëíåíèå èíñòðóêöèé â ðàìêàõ îäíîãî
warp. Ýòî èçáàâëÿåò îò íåîáõîäèìîñòè âûïîëíÿòü ñèíõðîíèçàöèþ ìåæäó íèòÿìè. Èñõîäíûé
êîä äëÿ âûïîëíåíèÿ íà GPU (kernel) ïðåäñòàâëåí íà ëèñòèíãå 6. Îêîí÷àòåëüíîå ôîðìèðîâà-
íèå ðåçóëüòàòà ïðîèñõîäèò ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðîõîäîì ïî ìàññèâó rez[] è ïðåîáðàçîâàíèåì
64-áèòíîãî ÷èñëà rez[j] â íåïîñðåäñòâåííî ðàçðÿä îòâåòà è ðàçðÿä ïåðåíîñà. Ýòè äåéñòâèÿ
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1 __global__ void DNumAdd_part1
2 (d_t ∗A, in t32 LA, d_t ∗B, in t32 LB, d_t ∗C, d_t ∗bGCarry , in t32 ∗ f ){
3 i n t32 gId=blockDim . x∗blockIdx . x + threadIdx . x ; in t64 tmp=0;
4 i f ( gId >= LA) return ; //bound check
5 i f ( gId>=LB) C[ gId ]=A[ gId ] ;
6 e l s e {tmp=( int64 )A[ gId ]+( in t64 )B[ gId ] ; C[ gId ]=tmp&MAX_DIGIT;}
7 __syncthreads ( ) ; / / car ry propagat ion in the block
8 i n t32 l I d=threadIdx . x+1, i=gId+1,gS=blockDim . x ;
9 f o r (tmp>>=BIT_IN_DIGIT ; tmp && i<LA; l I d++, i++){

10 i f ( l I d==gS ){bGCarry [ b lockIdx . x]=tmp ; ∗ f =1; re turn ; }
11 tmp+=(int64 )C[ i ] ; C[ i ]=tmp&MAX_DIGIT; tmp>>=BIT_IN_DIGIT ;
12 } i f ( i==LA && tmp) {bGCarry [ Lcarry ]=1;}
13 }

Ëèñòèíã 3. Ïîðàçðÿäíîå ñëîæåíèå

1 __global__ void DNumAdd_part2
2 (d_t ∗C, d_t ∗bGCarry , in t32 gS , u int32 Lcarry , u int32 LA){
3 // carry propagat ion between b locks
4 i n t gId = blockDim . x∗blockIdx . x + threadIdx . x , i =(gId+1)∗gS ;
5 i f ( gId >= Lcarry ) re turn ;
6 uint64 tmp=(uint64 )bGCarry [ gId ] ;
7 f o r ( ; tmp && i<LA; i++){
8 tmp+=(uint64 )C[ i ] ;
9 C[ i ]=tmp&MAX_DIGIT;

10 tmp>>=BIT_IN_DIGIT ;
11 }
12 i f ( i==LA && tmp) {bGCarry [ Lcarry ]=1;}
13 }

Ëèñòèíã 4. Ïàðàëëåëüíîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïåðåíîñîâ

òàêæå âûïîëíÿþòñÿ íà GPU, íî â îäíîïîòî÷íîì ðåæèìå.

3.3.3. Äåëåíèå

Ïîñêîëüêó ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì äåëåíèÿ ñòîëáèêîì ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ïîñëåäîâà-
òåëüíûì, äëÿ ðåàëèçàöèè â âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå ñ ìàññîâûì ïàðàëëåëèçìîì, êàêîé ÿâ-
ëÿåòñÿ GPU, ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå èòåðàòèâíûõ ìåòîäîâ äåëåíèÿ, âûðà-
æàþùèõ ðåçóëüòàò ÷åðåç îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ.

3.4. Êðóïíîçåðíèñòûé ïàðàëëåëèçì

Ïðèìåíÿåìàÿ òåõíèêà ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè ñèìïëåêñ ìåòîäà äåòàëüíî îïèñàíà â
[19]. Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ ðàçáèåíèÿ çàäà÷è íà ïîòîêè èñïîëüçîâàëñÿ ìåõàíèçì ìíîãîïîòî÷-
íîãî ïðîãðàìèðîâàíèÿ std::thread, ïðåäîñòàâëÿåìûé ñòàíäàðòîì Ñ++0x11.

4. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ íà êîìïüþòåðå ñ ïðîöåññîðîì Intel Core i7-
950 3.06 ÃÃö, 6 Ãá ÎÇÓ, GPU Nvidia 460(1ãá GDDR5), ïîä óïðàâëåíèåì ÎÑ Win 7 x64, â
êà÷åñòâå êîìïèëÿòîðà áûë âûáðàí 64-ðàçðÿäíûé Visual C++ 2011. Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîé
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1 void Ar i fR ea l i z a t i o n : : add ( const d_t ∗A, int32 LA,
2 const d_t ∗B, in t32 LB, d_t ∗C, in t32 &NL, d_t &Carry ){
3 i n t tPerBlock = 128 , bPerGrid = (LA + tPerBlock − 1) / tPerBlock ;
4 d_t ∗bGCarry_d=NULL,∗ ansCarry_h=new d_t [ 1 ] ;
5 i n t32 ∗ñF_d=NULL,∗ ñF_h=new int32 [ 1 ] ;
6 cudaMalloc ( ( void ∗∗)&bGCarry_d , s i z e o f (d_t )∗ ( bPerGrid +1)) ;
7 cudaMemset ( ( void ∗)bGCarry_d , 0 , s i z e o f (d_t )∗ ( bPerGrid +1)) ;
8 cudaMalloc ( ( void ∗∗)&ñF_d , s i z e o f ( in t32 ) ) ;
9 cudaMemset ( ( void ∗)cF_d , 0 , s i z e o f ( in t32 ) ) ;

10 DNumAdd_part1 <<< bPerGrid , tPerBlock >>>
11 ( const_cast<d_t∗>(A) , LA, const_cast<d_t∗>(B) , LB, C, bGCarry_d ,CF_d) ;
12 cudaMemcpy(cF_h , cF_d , s i z e o f ( in t32 ) , cudaMemcpyDeviceToHost ) ;
13 i f (∗cF_h){
14 i n t gS=tPerBlock , LCarry=bPerGrid ;
15 bPerGrid = ( bPerGrid + tPerBlock − 1) / tPerBlock ;
16 DNumAdd_part2 <<< bPerGrid , tPerBlock>>>
17 ( d_buffC , bGC_d, gS , LCarry , LA) ;
18 }
19 cudaMemcpy( ansCarry_h ,&bGCarry_d [ bPerGrid ] ,
20 s i z e o f (d_t ) , cudaMemcpyDeviceToHost ) ;
21 NL= ( carry = ∗ansCarry_h )? LA+1: LA;
22 de l e t e [ ] ansCarry_h ; cudaFree (bGCarry_d ) ; cudaFree (cF_d ) ;
23 }

Ëèñòèíã 5. Âûçîâ ôóíêöèè äëÿ èñïîëíåíèÿ íà GPU

1 __global__ void DNumMult(d_t ∗A, in t32 LA, d_t ∗B, in t32 LB, d_t ∗ r ez )
2 {
3 i n t32 l I d=threadIdx . x , gId=blockDim . x∗blockIdx . x + l I d ;
4 i f ( gId>=LB) return ;
5 i n t32 cBS=(LA+blockDim . x−1)/blockDim . x ;
6 __shared__ uint64 sha [ ] , sh rez [ ] ;
7 f o r ( i n t i=l I d ∗cBS ; i <( l I d +1)∗cBS && i<LA; i++){
8 sha [ i ]=A[ i ] ; sh rez [ i ]=0;
9 }

10 shrez [LA+l I d ]=0;
11 uint64 d i g i t =(uint64 )B[ gId ] , t=0UL;
12 f o r ( i n t i =0; i<LA; i++){
13 t+=sha [ i ]∗ d i g i t ;
14 shrez [ i+l I d ]+=t&MAX_DIGIT;
15 t>>=BIT_IN_DIGIT ;
16 }
17 shrez [LA+l I d ]+=t&MAX_DIGIT;
18 cBS=(LA+blockDim . x+blockDim . x−1)/blockDim . x ;
19 f o r ( i n t i=l I d ∗cBS ; i <( l I d +1)∗cBS && i<LA+blockDim . x ; i++){
20 AtomicAdd( rez [ i+gId ] , sh rez [ i ] ) ;
21 }
22 }

Ëèñòèíã 6. Óìíîæåíèå íà GPU

çàäà÷è èñïîëüçîâàíà ñèñòåìà ñ ìàòðèöàìè:

A =

[
i ∗ (1− δ)

i+ j − 1
,
i ∗ (1 + δ)

i+ j − 1

]
n×n

; b = [1, 1/2, . . . , 1/(n− 1), 1/n]T .
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Çàâèñèìîñòü ìèíèìàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè (ïàðàìåòð z∗), ñîîòâåòñòâóþùåãî
ïñåâäîðåøåíèþ, ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè n = 20 ïðèâåäåíà â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1

Ìèíèìàëüíîå ðàñøèðåíèå ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû

δ 10−1 10−2 10−3 10−4 10−5 10−6

z∗ 0,81 0,389 0,1 0,025 0,0062 0,0017

Â òàáëèöå 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âðåìåíè, çàòðà÷åííîãî íà ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé ìîäåëüíîé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû.

Òàáëèöà 2
Âðåìÿ ðàáîòû

Ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû (n) 10 20 50 100
Âðåìÿ ðàáîòû 0,46 c 7,73 ñ 7,39 ì 15,1 ÷

5. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïîëíîñòüþ ðàññìîòðåíà çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïñåâäîðåøåíèÿ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, äàíî îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ, ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå
ïñåâäîðåøåíèÿ äëÿ ëþáîé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû. Äàíî êîíñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ïñåâäîðåøåíèÿ êàê ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ. Ïðèâåäåíû ïîäðîáíîñòè òåõíèêè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ñèìïëåêñ-ìåòîäà ðåøå-
íèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé ïñåâäîðåøåíèþ èíòåðâàëüíîé
ñèñòåìû, à òàêæå íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ðåàëèçàöèè êëàññîâ overlong è rational, îáåñ-
ïå÷èâàþùèõ íåîáõîäèìóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé è, òåì ñàìûì, ïîçâîëÿþùèõ èçáåæàòü çà-
öèêëèâàíèÿ ñèìïëåêñ-ìåòîäà â ñëó÷àå ñèëüíîé âûðîæäåííîñòè ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è.
Äàíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ ðàçëè÷íûõ ñìîäåëèðîâàííûõ èñõîäíûõ äàí-
íûõ. Äàëüíåéøàÿ ðàáîòà íàïðàâëåíà íà ïîëó÷åíèå áîëåå ýôôåêòèâíûõ ðåàëèçàöèé çà ñ÷åò
îïòèìèçàöèè ïàðàëëåëüíîé âåðñèè ïðîãðàììû.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé

Ôåäåðàöèè, ñîãëàøåíèå 14.B37.21.0395.
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The set of linear algebraic equations with interval matrixes of coe�cients and interval
right part is considered in the paper. The pseudosolution for such systems is introduced.
The existence of pseudosolution for all interval sets of algebraic linear equations is proved
in the paper, the way for pseudosolution analysis is shown on the basis of the solution the
corresponding linear programming problem. It is necessary to use computation guaranteeing
su�cient accuracy over standard data types of programming languages because of obtained
problem degeneracy. Simplex method coupled with accurate rational-fractional computation
gives e�ective solution to the problem. Coarse-grained parallelism for distributed computer
systems with MPI is the instrument of realization. CUDA C software engineering is applied
for accurate rational-fractional calculations.

Keywords: interval set of linear equations, pseudosolution of interval equation set,

linear programming, exact comtutations.
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