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Å.À. Àëåêñàíäðîâà, Ñ.À. Àíèêèí

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ≪îòëûíèâàíèÿ îò òðóäà≫ (≪shirking≫ model), â êîòîðîé
îïðåäåëÿåòñÿ ïðîôèëü èíäèâèäóàëüíîé çàðàáîòíîé ïëàòû ðàáîòíèêà â çàâèñèìîñòè
îò ñòàæà, ÿâëÿþùèéñÿ ñòèìóëèðóþùèì óñëîâèåì äëÿ óâåëè÷åíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíî-
ñòè òðóäà ðàáîòíèêà è ïðîäîëæèòåëüíîñòè çàíÿòîñòè. Â ìîäåëü ñòèìóëèðóþùåé çà-
ðàáîòíîé ïëàòû äîáàâëåíû ïðåäïîëîæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ïðèâåñòè ìîäåëü ê íåêëàñ-
ñè÷åñêîé çàäà÷å âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ èëè ëèíåéíîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ. Äîêàçàíû êðèòåðèé íåïóñòîòû äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà è òåîðåìà î ñóùåñòâî-
âàíèè ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
îïòèìàëüíîñòè. Ïðèâåäåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñ-
ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòèìóëèðóþùèå êîíòðàêòû; ñòèìóëèðóþùàÿ çàðàáîòíàÿ ïëà-

òà; ìîäåëü ≪îòëûíèâàíèÿ îò òðóäà≫; íåêëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñ-

ëåíèÿ; ëèíåéíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ââåäåíèå

Ýêîíîìè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñòèìóëèðóþùåé (ýôôåêòèâíîé) çàðàáîòíîé ïëàòû (e�ciency
wage models) îáúÿñíÿåò âçàèìîñâÿçü ìåæäó âåëè÷èíîé çàðàáîòíîé ïëàòû è ïðîèçâîäèòåëü-
íîñòüþ òðóäà ðàáîòíèêà, à òàêæå âëèÿíèå èçìåíåíèÿ çàðàáîòíîé ïëàòû íà óñåðäèå è èí-
òåíñèâíîñòü òðóäà ðàáîòíèêîâ. Îáúÿñíèòü, ïî÷åìó âûãîäíî âûïëà÷èâàòü íåðàâíîâåñíóþ
çàðàáîòíóþ ïëàòó ðàçëè÷íûì êàòåãîðèÿì ðàáîòíèêîâ íà âíóòðåííåì ðûíêå òðóäà, ìîæ-
íî ñ ïîìîùüþ ðÿäà ìîäåëåé: ìîäåëè òåêó÷åñòè, ìîäåëè íåáëàãîïðèÿòíîãî îòáîðà è ìîäå-
ëè ≪îòëûíèâàíèÿ îò òðóäà≫. Îòäåëüíûì âîïðîñàì ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîëîãèè èññëåäîâàíèé
êîíòðàêòíûõ îòíîøåíèé ìåæäó ðàáîòíèêîì è ðàáîòîäàòåëåì â ýêîíîìè÷åñêîé îðãàíèçàöèè
ïîñâÿùåíû ðàáîòû êàê çàðóáåæíûõ [1�4], òàê è ðîññèéñêèõ ó÷åíûõ [5�8].

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ≪îòëûíèâàíèÿ îò òðóäà≫ â ñèòóàöèè ïîñòêîíòðàêò-
íîãî îïïîðòóíèçìà ñî ñòîðîíû ðàáîòíèêà, êîòîðàÿ âîçíèêàåò â óñëîâèÿõ íåñîâïàäåíèÿ èí-
òåðåñîâ ìåæäó ðàáîòíèêîì è ðàáîòîäàòåëåì, à òàêæå âñëåäñòâèå îòñóòñòâèÿ âîçìîæíîñòè
êîíòðîëÿ çà ñîáëþäåíèåì óñëîâèé êîíòðàêòà ñî ñòîðîíû ðàáîòîäàòåëÿ. Çàäà÷à íàõîæäå-
íèÿ ýôôåêòèâíîé çàðàáîòíîé ïëàòû ñâîäèòñÿ ê íåêëàññè÷åñêîé âàðèàöèîííîé çàäà÷å [9].
Íåêëàññè÷åñêèé õàðàêòåð çàäà÷è âîçíèêàåò â ñâÿçè ñ âêëþ÷åíèåì â ìîäåëü îãðàíè÷åíèÿ íà
ðîñò çàðàáîòíîé ïëàòû.

Âïåðâûå ïðîâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è
≪îòëûíèâàíèÿ îò òðóäà≫, êîòîðàÿ îïðàâäûâàåò àíàëèç ñðàâíèòåëüíîé ñòàòèêè. ×èñëåííûå
ñèìóëÿöèè ïîêàçûâàþò, ÷òî ñâîéñòâà, óñòàíîâëåííûå ðàíåå â ïðåäïîëîæåíèè ñóùåñòâîâà-
íèÿ ðåøåíèÿ [4], ÿâëÿþòñÿ îïðàâäàííûìè è ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü åäèíñòâåííî âîçìîæíûé
ïðîôèëü ñòèìóëèðóþùåé çàðàáîòíîé ïëàòû.
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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â îñíîâå ìîäåëè ïîñòðîåíèÿ ñòèìóëèðóþùåãî òðóäîâîãî êîíòðàêòà ìåæäó ðàáîòíèêîì
è ðàáîòîäàòåëåì ëåæèò îáîñíîâàíèå âûáîðà ýìïèðè÷åñêîãî ïðîôèëÿ çàðàáîòíîé ïëàòû, êî-
òîðûé îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü óðîâíÿ âîçíàãðàæäåíèÿ ðàáîòíèêà îò îïûòà (ñòàæà) ðàáîòû:
èíûìè ñëîâàìè, â íà÷àëå òðóäîâîé äåÿòåëüíîñòè ðàáîòíèê ïîëó÷àåò çàðàáîòíóþ ïëàòó íèæå
ñòîèìîñòè ïðîèçâåäåííîãî èì ïðåäåëüíîãî ïðîäóêòà, à ñ óâåëè÷åíèåì ñòàæà ðàáîòû ó îäíî-
ãî ðàáîòîäàòåëÿ çàðàáîòíàÿ ïëàòà ðàñòåò. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàñòóùèé ïîëîæèòåëüíûé
ïðîôèëü çàðàáîòíîé ïëàòû ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ñòèìóëèðóþùèì ôàêòîðîì äëÿ óâåëè÷åíèÿ
ïðîèçâîäèòåëüíîñòè òðóäà è ïðîäîëæèòåëüíîñòè çàíÿòîñòè ðàáîòíèêîâ íà ïðåäïðèÿòèè [4].

Êðîìå òîãî, äðóãèì îñíîâíûì ïîëîæåíèåì ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå ïðîäîëæè-
òåëüíîñòè çàíÿòîñòè ðàáîòíèêà íà ïðåäïðèÿòèè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ äëè-
òåëüíîñòü òðóäîâûõ îòíîøåíèé îãðàíè÷åíà èíñòèòóöèîíàëüíûìè óñëîâèÿìè � ïåíñèîííûì
âîçðàñòîì ðàáîòíèêà (â ñîîòâåòñòâèè ñ îòðàñëåâûìè íîðìàòèâàìè èëè òðóäîâûì êîäåêñîì)
èëè îñîáåííîñòÿìè òðóäîâîãî ñîãëàøåíèÿ ìåæäó ðàáîòíèêîì è ðàáîòîäàòåëåì.

Óñòàíîâèâ äëèòåëüíîñòü òðóäîâîãî êîíòðàêòà ðàáîòíèêà, âîçíèêàåò ïðîáëåìà âûáîðà
íàêëîíà ïðîôèëÿ ñòèìóëèðóþùåé çàðàáîòíîé ïëàòû. Èç òîãî, ÷òî ðàáîòíèêè ñòàëè àãåí-
òàìè ôèðìû, åùå íå ñëåäóåò, ÷òî âî âñå âðåìÿ òðóäîâûõ îòíîøåíèé èíòåðåñû ðàáîòíèêà è
ðàáîòîäàòåëÿ ñîâïàäàþò. Âîçìîæíà òàêàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ðàáîòíèê, óêëîíÿÿñü îò âûïîëíå-
íèÿ ñâîèõ îáÿçàííîñòåé è ñíèæàÿ ïðè ýòîì ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ñâîåãî òðóäà, íå íàáëþäàåò
óìåíüøåíèÿ ðàçìåðà çàðàáîòíîé ïëàòû, âûïëà÷èâàåìîé åìó ðàáîòîäàòåëåì. Òîãäà ðàáîòî-
äàòåëü íåñåò èçäåðæêè êîíòðîëÿ çà âûïîëíåíèåì ðàáîòû è íå ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòîê äî
îïðåäåëåííîãî ìîìåíòà äåéñòâèé ïî ïðåäîòâðàùåíèþ îòëûíèâàíèÿ ðàáîòíèêà äî òåõ ïîð,
ïîêà èçäåðæêè íàéìà è óâîëüíåíèÿ ïðåâûøàþò èçäåðæêè ñîîòâåòñòâóþùåãî êîíòðîëÿ. Â
äàííîé ðàáîòå äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàáîòíèê, óêëîíÿþùèéñÿ îò ñâîèõ îáÿçàí-
íîñòåé, óâîëüíÿåòñÿ ðàáîòîäàòåëåì â ìîìåíò îòëûíèâàíèÿ.

Ïåðåéäåì ê êîíêðåòíîìó ïîñòðîåíèþ îïèñàííîé ìîäåëè è ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷å-
íèÿ:

T � ýôôåêòèâíûé ìîìåíò ïðåêðàùåíèÿ òðóäîâûõ îòíîøåíèé ñ ðàáîòíèêîì (äëèòåëü-
íîñòü òðóäîâîãî êîíòðàêòà ðàáîòíèêà);

w (t) � çàðàáîòíàÿ ïëàòà ðàáîòíèêà â ìîìåíò âðåìåíè t;
w̃ (t)� ðåçåðâíàÿ çàðàáîòíàÿ ïëàòà (ìèíèìàëüíàÿ çàðïëàòà, ïðè êîòîðîé ÷åëîâåê ïðèíè-

ìàåò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå îá ó÷àñòèè â îðãàíèçîâàííîé òðóäîâîé äåÿòåëüíîñòè) â ìîìåíò
âðåìåíè t [1];

θ (t, w(t)) � ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè, êîòîðóþ ðàáîòíèê ïîëó÷àåò îò îòëûíèâàíèÿ, íà÷èíà-
þùåãîñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t (öåííîñòü ñâîáîäíîãî âðåìåíè, çàâèñÿùàÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îò
ïðîôèëÿ w (·));

v (t) � ïðåäåëüíûé ïðîäóêò, ïðîèçâåäåííûé ðàáîòíèêîì â ìîìåíò âðåìåíè t;
c (t) � èçäåðæêè, êîòîðûå íåñåò êîìïàíèÿ â ñâÿçè ñ äîñðî÷íûì (â ìîìåíò âðåìåíè t)

ïðåêðàùåíèåì òðóäîâûõ îòíîøåíèé ñ ðàáîòíèêîì.
α � ìîìåíò âðåìåíè, â êîòîðûé ðàáîòíèê ìîæåò áûòü óâîëåí, â ò.÷. ïî ïðè÷èíå îòëû-

íèâàíèÿ (ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, çàâèñÿùàÿ îò ïðîôèëÿ w (·));
f (t, w(t)) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ α.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ââåäåííûå âûøå ôóíêöèè íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [0, T ]. Êðîìå

òîãî, ôóíêöèþ w (·) áóäåì ñ÷èòàòü ýëåìåíòîì ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâà H1, ãäå H1 �
ïîïîëíåíèå ïî íîðìå

∥w(·)∥ =

(∫ T

0

[
w2(t) + ẇ2(t)

]
dt

)1/2

ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà îòðåçêå [0, T ] ôóíêöèé [10]. Èçâåñòíî, ÷òî
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âñÿêàÿ ôóíêöèÿ w(·) ∈ H1 àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà [0, T ] è åå ïðîèçâîäíàÿ ẇ(·), ïîíèìà-
åìàÿ êàê ïðîèçâîäíàÿ â ñìûñëå Ñîáîëåâà, åñòü ýëåìåíò L2 [10]. Çäåñü è äàëåå L2 � ïðî-
ñòðàíñòâî ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó ñ êâàäðàòîì íà îòðåçêå [0, T ]. Ïðîñòðàíñòâó
H1, â ÷àñòíîñòè, ïðèíàäëåæàò êóñî÷íî-ãëàäêèå íà [0, T ] ôóíêöèè (íåïðåðûâíûå ôóíêöèè,
ïðîèçâîäíàÿ êîòîðûõ êóñî÷íî-íåïðåðûâíà).

Ñòèìóëèðóþùèé êîíòðàêò ìåæäó ðàáîòíèêîì è ðàáîòîäàòåëåì, îðèåíòèðîâàííûé íà
ìàêñèìèçàöèþ ïîëåçíîñòè äëÿ îáåèõ ñòîðîí â äîëãîñðî÷íîé ïåðñïåêòèâå, ìîæíî ïîñòðî-
èòü ñ ïîìîùüþ èãðîâîé ìîäåëè. Â äàííîé ðàáîòå, íà ïåðâîì ýòàïå, îãðàíè÷èìñÿ ðåøåíèåì
ñëåäóþùåé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ïðîôèëü çàðàáîòíîé ïëàòû ðàáîòíèêà w (·) ∈ H1, ìàêñèìèçèðóþùèé
äîõîä ðàáîòíèêà, äîïîëíåííûé ñðåäíèì çíà÷åíèåì (ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì) ïîëåçíî-
ñòè îò äîñðî÷íîãî ïðåêðàùåíèÿ òðóäîâûõ îòíîøåíèé â ìîìåíò α, çà âû÷åòîì ñðåäíåãî çíà-
÷åíèÿ íåäîïîëó÷åííîé, íà÷èíàÿ ñ òîãî æå ìîìåíòà, ñóììû çàðàáîòíîé ïëàòû:

max
w(·)∈H1

{
T∫
0

(w (t)− w̃ (t)) e−rtdt+

+E [θ (α,w(α)) e−rα]− E

[
e−rα

T∫
α
(w (t)− w̃ (t)) e−r(t−α)dt

]}
,

ãäå E � ñèìâîë ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, e−r(t−τ) � äèñêîíòèðóþùèé ìíîæèòåëü, ïîçâî-
ëÿþùèé îïðåäåëèòü ñîâðåìåííóþ (íà ìîìåíò τ) ñòîèìîñòü áóäóùåé (íà ìîìåíò t) äåíåæíîé
ñóììû, r � ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà.

Âû÷èñëÿÿ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

E

[
e−rα

T∫
α
(w (t)− w̃ (t)) e−r(t−α)dτ

]
= E

[
T∫
α
(w (τ)− w̃ (τ)) e−rτdτ

]
=

=
T∫
0

f (t, w(t))
T∫
t

(w (τ)− w̃ (τ)) e−rτdτdt,

E [θ (α,w(α)) e−rα] =
T∫
0

f (t, w(t)) θ (t, w(t)) e−rtdt,

ïîëó÷èì çàäà÷ó

max
w(·)∈H1

{
T∫
0

[
(w (t)− w̃ (t)) e−rt − f (t, w(t))

T∫
t

(w (τ)− w̃ (τ)) e−rτdτ

]
dt+

+
T∫
0

f (t, w(t)) θ (t, w(t)) e−rtdt

}
.

(1)

Îãðàíè÷åíèÿ íà çàðàáîòíóþ ïëàòó âîçíèêàþò èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé.
Âî-ïåðâûõ, ðàáîòîäàòåëü çà ïåðèîä [0, T ] âûïëà÷èâàåò ñóììàðíî çàðàáîòíóþ ïëàòó, ðàâ-

íóþ ñòîèìîñòè ïðåäåëüíîãî ïðîäóêòà, ïðîèçâåäåííîãî ðàáîòíèêîì çà òîò æå ïåðèîä, çà âû-
÷åòîì èçäåðæåê, êîòîðûå íåñåò ðàáîòîäàòåëü â ñâÿçè ñ óâîëüíåíèåì ðàáîòíèêà â ìîìåíò
âðåìåíè α:

T∫
0

w (t) e−rtdt− E

 T∫
α

w (τ) e−rτdτ

 =

T∫
0

v (t) e−rtdt− E

 T∫
α

v (τ) e−rτdτ

− E
[
c (α) e−rα

]
.
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Â ðåçóëüòàòå, âû÷èñëÿÿ âõîäÿùèå â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ, èìååì

T∫
0

[
w (t) e−rt − f (t, w(t))

T∫
t

w (τ) e−rτdτ

]
dt =

=
T∫
0

[
v (t) e−rt − f (t, w(t))

T∫
t

v (τ) e−rτdτ − f (t, w(t)) c (t) e−rt

]
dt.

(2)

Âî-âòîðûõ, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìîìåíò T ïðåêðàùåíèÿ âçàèìîîòíîøåíèé ìåæäó
ðàáîòíèêîì è ðàáîòîäàòåëåì çàäàí ýôôåêòèâíî òàê, ÷òîáû ðåçåðâíàÿ çàðàáîòíàÿ ïëàòà
áûëà ðàâíà ñòîèìîñòè ïðåäåëüíîãî ïðîäóêòà [2] çà âû÷åòîì âîçìîæíûõ èçäåðæåê:

w̃ (T ) = v (T )− f (T,w(T )) c (T ) . (3)

Åñëè âîñïðèíèìàòü ðåçåðâíóþ çàðàáîòíóþ ïëàòó êàê òðàíñàêöèîííûå èçäåðæêè, ñâÿçàííûå
ñ óâîëüíåíèåì èìåþùåãîñÿ ðàáîòíèêà è ïîèñêîì/íàéìîì íîâîãî, òî ðàáîòîäàòåëü â ìîìåíò
íàñòóïëåíèÿ âðåìåíè T áåçðàçëè÷åí ê òîìó, ÷òîáû íàíèìàòü íîâîãî èëè æå ñîõðàíÿòü ïðåæ-
íåãî ðàáîòíèêà, íî â äàëüíåéøåì åìó ïðåäïî÷òèòåëüíåå ðàçðûâ èìåþùèõñÿ îòíîøåíèé ñ
äàííûì ðàáîòíèêîì [7].

Â-òðåòüèõ, íàêëàäûâàþòñÿ åñòåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ α è
ôóíêöèþ w(t):

T∫
0

f (t, w(t)) dt = 1, (4)

f (t, w(t)) > 0 ∀t ∈ [0, T ] , (5)

w(t) > 0 ∀t ∈ [0, T ] . (6)

Óïðîùàÿ ñ ïîìîùüþ (2) öåëåâóþ ôóíêöèþ çàäà÷è (1), ïîëó÷àåì çàäà÷ó

max
w(·)∈H1

{
T∫
0

f (t, w(t))
T∫
t

(w̃ (τ)− v (τ)) e−rτdτdt+

+
T∫
0

(f (t, w(t)) (θ (t, w(t))− c (t)) + v (t)− w̃ (t)) e−rtdt

}
.

(7)

Â ðåçóëüòàòå èìååì îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó (7) ñ îãðàíè÷åíèÿìè (3) � (6). Ðàçëè÷íûå
ïîñòàíîâêè îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ â ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ
[11,12].

2. Ìåòîä ðåøåíèÿ

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3) � (7) ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè ðÿä óòî÷íÿþùèõ ïðåäïîëîæåíèé.
Ïîëåçíîñòü îò îòëûíèâàíèÿ äëÿ ðàáîòíèêà ìîæåò çàâèñåòü îò ðàçìåðà çàðàáîòíîé ïëà-

òû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñ ðîñòîì çàðàáîòíîé ïëàòû ðàñòåò ìîòèâàöèÿ ê óâåëè÷åíèþ ïðî-
èçâîäèòåëüíîñòè òðóäà è ñíèæåíèþ âåðîÿòíîñòè îòëûíèâàíèÿ. Îäíàêî îòëûíèâàíèå, êàê
ïñèõîëîãè÷åñêàÿ êàòåãîðèÿ, ìîæåò ÿâëÿòüñÿ è âíóòðåííå ïðèñóùåé õàðàêòåðèñòèêîé èíäè-
âèäà. Ïîýòîìó ðàçóìíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå

Ïðåäïîëîæåíèå 1. Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè θ (t, w(t)) = θ (t) íå çàâèñèò îò çàðàáîòíîé

ïëàòû w(t).

2014, òîì 7, � 4 25



Å.À. Àëåêñàíäðîâà, Ñ.À. Àíèêèí

Ñ ðîñòîì çàðàáîòíîé ïëàòû âåðîÿòíîñòü ïðåêðàùåíèÿ òðóäîâûõ îòíîøåíèé ñíèæàåòñÿ,
÷òî îáóñëîâëåíî ïðåîäîëåíèåì èíôîðìàöèîííîé àñèììåòðèè ìåæäó ðàáîòíèêîì è ðàáîòî-
äàòåëåì, àäàïòàöèåé ðàáîòíèêà ê óñëîâèÿì òðóäà, à òàêæå îñîçíàíèåì è ïðèíÿòèåì òîãî
ôàêòà, ÷òî ñóììàðíàÿ âåëè÷èíà çàðàáîòíîé ïëàòû åùå íå ïîêðûëà ïðåäåëüíûé ïðîäóêò,
ïðîèçâåäåííûé ðàáîòíèêîì. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòåéøèé ñëó÷àé çàâèñè-
ìîñòè ïëîòíîñòè f (t, w(t)) îò w(t).

Ïðåäïîëîæåíèå 2. Ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû α èìååò âèä

f (t, w(t)) = a1 − b1w (t) , (8)

ãäå a1 è b1 � èçâåñòíûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.

È, íàêîíåö, äîâîëüíî åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ

Ïðåäïîëîæåíèå 3. Çàðàáîòíàÿ ïëàòà w(t) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé ñ îãðàíè-

÷åííûì ðîñòîì, ò. å. äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, T ]

0 6 ẇ (t) 6 β,

ãäå β � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

Ñ ó÷åòîì ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé ïðèâåäåì öåëåâóþ ôóíêöèþ è îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è (3) �
(7) ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó.

Ïîäñòàâëÿÿ (8) â îãðàíè÷åíèÿ (3) è (4), èìååì v (T )− (a1 − b1w (T )) c (T ) = w̃ (T ),

T∫
0

(a1 − b1w (t)) dt = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, w (T ) = γ, ãäå γ = a1/b1+(w̃ (T )− v (T ))/(b1c (T )), è

T∫
0

w (t) dt = b,

ãäå b = (Ta1 − 1)/b1. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ w (t) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé è w̃ (T )−
v (T ) 6 0, òî äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ] èìååì w (t) 6 w (T ) = γ 6 a1/b1, ÷òî ñ ó÷åòîì (8) îáåñïå÷èâàåò
âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (5). È, íàêîíåö, âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî w (t) > w (0) äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ],
óñëîâèå (6) ðàâíîñèëüíî w (0) > 0.

Äàëåå, ñ ó÷åòîì (8) çàäà÷à (7) ïðèîáðåòàåò âèä

max
w(·)∈H1

{
T∫
0

(a1 − b1w (t))

[
T∫
t

(w̃ (τ)− v (τ)) e−rτdτ + (θ (t)− c (t)) e−rt

]
dt+

+
T∫
0

(v (t)− w̃ (t)) e−rtdt

}
.

Â èòîãå ïîëó÷àåì çàäà÷ó

min
w(·)∈H1


T∫
0

w (t) a (t) dt+A0

 (9)

ñ îãðàíè÷åíèÿìè
w (0) > 0, (10)
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0 6 ẇ(t) 6 β äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ] , (11)

T∫
0

w (t) dt = b, (12)

w (T ) = γ, (13)

ãäå

a (t) = b1

 T∫
t

(w̃ (τ)− v (τ)) e−rτdτ + (θ (t)− c (t)) e−rt

 , (14)

A0 =

T∫
0

a1

 T∫
t

(w̃ (τ)− v (τ)) e−rτdτ + (θ (t)− c (t)) e−rt

+ (v (t)− w̃ (t)) e−rt

 dt.

Òàêèå çàäà÷è îòíîñÿòñÿ ê êëàññó íåêëàññè÷åñêèõ çàäà÷ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.
Íåêëàññè÷åñêèé õàðàêòåð çàäà÷è âîçíèêàåò â ñâÿçè ñ îãðàíè÷åíèåì (11). Åñëè ââåñòè îáî-
çíà÷åíèÿ

x1(t) =

t∫
0

w (τ) dτ, x2(t) = w(t)

è â (9) îòáðîñèòü êîíñòàíòó A0, òî çàäà÷à (9)�(13) ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ñî ñâîáîäíûì ëåâûì êîíöîì, çàêðåïëåííûìè âðåìåíåì è ïðàâûì êîíöîì:

min
u(·)∈L2

T∫
0

x2 (t) a (t) dt,

ẋ1 = x2,

ẋ2 = u(t),

x1(0) = 0, x2(0) > 0,

x1(T ) = b, x2(T ) = γ,

0 6 u (t) 6 β äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ] .

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìîæíî áûëî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà Ïîíòðÿ-
ãèíà. Àâòîðàì âñå æå ïîêàçàëîñü óäîáíåå ñâåñòè çàäà÷ó (9) � (13) ê ëèíåéíîé îïòèìèçàöè-
îííîé çàäà÷å, äëÿ êîòîðîé ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Êóíà�Òàêêåðà ìîæíî ïîëó÷èòü íå òîëüêî
íåîáõîäèìûå, íî è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè.

Äàëåå âñåãäà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî T > 0, β > 0, b > 0, γ > 0. Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèÿ,
ïîçâîëÿþùèå ñ ó÷åòîì

ẇ(t) = u(t) (15)

èñêëþ÷èòü èç çàäà÷è (9) � (13) ôóíêöèþ w (t). Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ïðèâîäèò öåëåâóþ
ôóíêöèþ çàäà÷è ê âèäó

T∫
0

w (t) a (t) dt = w (T )
T∫
0

a (τ) dτ −
T∫
0

w′ (t)
t∫
0

a (τ) dτ dt =

= γ
T∫
0

a (t) dt−
T∫
0

g (t)u (t) dt,
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ãäå

g (t) =

t∫
0

a (τ) dτ.

Èç ñîîòíîøåíèé (13) è (15) èìååì

w (t) = γ −
T∫
t

u (τ) dτ. (16)

Ïîýòîìó óñëîâèå (10) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

w (0) = γ −
T∫
0

u (t) dt > 0,

à óñëîâèå (12) � ê âèäó

b =
T∫
0

w (t) dt =
T∫
0

(
γ −

T∫
t

u (τ) dτ

)
dt = γT −

T∫
0

T∫
t

u (τ) dτdt =

= γT −
T∫
0

τ∫
0

u (τ) dtdτ = γT −
T∫
0

τ u (τ) dτ.

Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à (9) � (13) îêàçûâàåòñÿ ðàâíîñèëüíîé ëèíåéíîé îïòèìèçàöèîííîé
çàäà÷å ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè

max
u(·)∈L2

T∫
0

g (t)u (t) dt, (17)

T∫
0

u (t) dt 6 γ, (18)

0 6 u (t) 6 β äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ] , (19)

T∫
0

t u (t) dt = γT − b. (20)

Òåîðåìà 1. Åñëè äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäà÷è (17) � (20) íå ïóñòî, òî åå ðåøåíèå

ñóùåñòâóåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäà÷è âûïóêëî, çàìêíóòî, îãðàíè÷åíî, à öåëåâàÿ
ôóíêöèÿ âûïóêëà è íåïðåðûâíà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå
Âåéåðøòðàññà [13] ðåøåíèå çàäà÷è (17) � (20) ñóùåñòâóåò.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäà÷è (17) � (20) íå ïóñòî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà 
0 6 γT − b 6 0, 5βT 2,[
γ > βT,
γ2 6 2βb.

(21)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäà÷è (17) � (20) íå ïóñòî.
Òîãäà

γT − b =

T∫
0

tu (t) dt 6
T∫
0

tβdt = 0, 5βT 2, (22)

γT − b =

T∫
0

tu (t) dt > 0. (23)

Äàëåå, åñëè γ > βT , òî íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà. Ïóñòü γ < βT . Òîãäà â ñèëó (16), (18), (19)
äëÿ âñåõ t ∈ [0;T ] èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

w (t) = γ −
T∫
t

u (τ) dτ > γ −
T∫
0

u (τ) dτ > 0,

w (t) = γ −
T∫
t

u (τ) dτ > γ −
T∫
t

βdτ = γ − β (T − t) .

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ]

w (t) > max {0, γ − β (T − t)} =

{
0, 0 6 t < T − γ/β,
γ − β (T − t) , T − γ/β 6 t 6 T.

(24)

Ïîýòîìó

b =

T∫
0

w (t) dt >
T∫
0

max {0, γ − β (T − t)} dt =
T∫

T−γ/β

[γ − β (T − t)] dt = 0, 5γ2
/
β. (25)

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì γ2 6 2βb. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ (21). Äîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå γ > β T , ôóíêöèÿ u (t) ≡

2 (γT − b)
/
T 2 óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì (18) � (20). Äåéñòâèòåëüíî, âî-ïåðâûõ, ∀t ∈ [0, T ]

âûïîëíÿåòñÿ 0 6 u (t) 6 2 · 0, 5βT 2/T 2 = β è, âî-âòîðûõ,

T∫
0

t u (t) dt =
2 (γ T − b)

T 2

T∫
0

tdt = γ T − b;

T∫
0

u (t) dt 6 β T 6 γ.

Ïóñòü òåïåðü γ < β T . Òîãäà ñ ó÷åòîì (21) 0 < T − γ/β < T è b > 0, 5γ2
/
β. Ïîêàæåì,

÷òî ôóíêöèÿ

u (t) =

{
0, 0 6 t < T − γ/β,
p, T − γ/β 6 t 6 T,

ãäå p = 2β2 (γT − b)
/(

2γTβ − γ2
)
, óäîâëåòâîðÿåò (18) � (20). Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó

0 6 p 6 2β2
(
γT − γ2

/
(2β)

)/(
2γTβ − γ2

)
= β,

òî 0 6 u (t) 6 β. Êðîìå òîãî,

T∫
0

u (t) dt =
T∫

T−γ/β

pdt = pγ/β 6 γ;

T∫
0

t u (t) dt = p
T∫

T−γ/β

tdt = 0, 5p
(
T 2 − (T − γ/β)2

)
= p

2β2

[
2γTβ − γ2

]
= γT − b.
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Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (21) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî γT − b = 0, òî
äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäà÷è (17) � (20), ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ôóíêöèè u (t) ≡ 0.

Äåéñòâèòåëüíî, èç ñîîòíîøåíèé (19), (23) ïðè óñëîâèè γT − b = 0 èìååì u (t) ≡ 0.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (21) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî γT − b = 0, 5βT 2,
òî äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäà÷è (17) � (20) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ôóíêöèè u (t) ≡ β.

Äåéñòâèòåëüíî, èç ñîîòíîøåíèé (19), (22) ïðè óñëîâèè γT − b = 0, 5βT 2 èìååì u (t) ≡ β.

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (21) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî γ2 = 2βb, òî
äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäà÷è (17) � (20) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ôóíêöèè

u (t) =

{
0, 0 6 t < T − γ/β,
β, T − γ/β 6 t 6 T,

. (26)

Äåéñòâèòåëüíî, èç ñîîòíîøåíèé (24), (25) ïðè óñëîâèè γ2 = 2βb èìååì w (t) =
max {0, γ − β (T − t)}, äèôôåðåíöèðîâàíèå êîòîðîé äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ] äàåò (26).

Ñëó÷àè, ðàññìîòðåííûå â çàìå÷àíèÿõ 1 � 3, ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè è íå ïðåäñòàâëÿþò
èññëåäîâàòåëüñêîãî èíòåðåñà. Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 
0 < γT − b < 0, 5βT 2,[
γ > βT,
γ2 < 2βb.

(27)

Òîãäà äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ u∗ (·) ∈ L2 áûëà ðåøåíèåì çàäà÷è (17) � (20), íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà

λ1 > 0 è λ2 òàêèå, ÷òî

L (u∗(·), λ1, λ2) = min {L (u(·), λ1, λ2) : u (·) ∈ L2, 0 6 u (t) 6 β äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ]} , (28)

λ1

 T∫
0

u∗ (t) dt− γ

 = 0, (29)

ãäå

L (u(·), λ1, λ2) = −
T∫
0

g (t)u (t) dt+ λ1

 T∫
0

u (t) dt− γ

+ λ2

 T∫
0

tu (t) dt− γT + b

 =

=

T∫
0

(λ1 + λ2t− g (t))u (t) dt− λ1γ + λ2 (b− γT ) .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû Êóíà�Òàêêåðà [9, Òåîðåìà 5, ñòð. 83]
ñ ó÷åòîì ëåìì 1 è 2, äîêàçàííûõ íèæå.

Ëåììà 1. Åñëè âûïîëíåíî (27), òî îáðàç ìíîæåñòâà

D = {u (·) ∈ L2 : 0 6 u (t) 6 β äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ]}

ñîäåðæèò îêðåñòíîñòü íóëÿ ïðè îòîáðàæåíèè

u (·) → F (u) =

T∫
0

tu (t) dt− (γT − b) .

30 Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ïðîãðàììèðîâàíèå≫



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ε = min
{
γT − b, 0, 5βT 2 − (γT − b)

}
. Â ñèëó (27) ε > 0. Äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî p ∈ (−ε, ε) ïîëîæèì u (t) ≡ 2 (γT − b+ p)
/
T 2. Òîãäà u (·) ∈ D ââèäó

u (t) ≡ 2 (γT − b+ p)
/
T 2 > 2 (γT − b− ε)

/
T 2 > 0,

u (t) ≡ 2 (γT − b+ p)
/
T 2 < 2 (γT − b+ ε)

/
T 2 6 β.

Êðîìå òîãî,

F (u) =

T∫
0

tu (t) dt− (γT − b) =
2 (γT − b+ p)

T 2
· T

2

2
− (γT − b) = p.

Ëåììà 2. Åñëè âûïîëíåíî (27), òî íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ u (·) ∈ D òàêàÿ, ÷òî

T∫
0

tu (t) dt = γT − b,

T∫
0

u (t) dt < γ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó äîñòàòî÷íîñòè â ïðåäëîæåíèè 1 ñ
çàìåíîé ñîîòâåòñòâóþùèõ íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ íà ñòðîãèå.

3. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (17) � (20) òðåáóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó

min
u(·)∈L2


T∫
0

(λ1 + λ2t− g (t))u (t) dt : 0 6 u (t) 6 β äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ]

 . (30)

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è èìååò âèä:

u (t) =


0, λ1 + λ2t− g (t) > 0,
β, λ1 + λ2t− g (t) < 0,
ũ (t) , λ1 + λ2t− g (t) = 0,

(31)

ãäå ũ (t) � ïðîèçâîëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî 0 6 ũ (t) 6 β äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ].
Ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ1, λ2 è ôóíêöèÿ ũ (t) â (31) äîëæíû áûòü âûáðàíû òàê, ÷òîáû
u(·) ∈ L2[0, T ] è

λ1 > 0, (λ1, λ2) ̸= 0, (32)

λ1

 T∫
0

u (t) dt− γ

 = 0, (33)

T∫
0

u (t) dt 6 γ, (34)

T∫
0

tu (t) dt = γT − b. (35)
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Çàìå÷àíèå 4. Åñëè ôóíêöèÿ a (t) íè íà êàêîì ïðîìåæóòêå èç [0, T ] íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé,
òî ôóíêöèÿ, ðåøàþùàÿ çàäà÷ó (17) � (20), èìååò âèä:

u (t) =

{
0, λ1 + λ2t− g (t) > 0,
β, λ1 + λ2t− g (t) < 0,

(36)

ãäå λ1, λ2 îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé (32) � (35).

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ g (t) =
t∫
0

a (τ) dτ íå ìîæåò áûòü ëèíåéíîé íè íà

êàêîì ïðîìåæóòêå èç [0, T ]. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî λ1 + λ2t− g (t) = 0 âîçìîæíî òîëüêî
äëÿ çíà÷åíèé t èç ìíîæåñòâà ìåðû íîëü. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ âèäà (31) ýêâèâàëåíòíà ôóíêöèè
(36).

4. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (9) � (13) âûïîëíåíî â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì, ïðåäñòàâ-
ëåííûì â ïóíêòå 3, ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 4 äëÿ ñëåäóþùèõ âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ è ôóíêöèé:

T = 20; r = 0, 12; β = 10; v (t) = −0, 0025t2 + 0, 125t+ 3, 5;

f (t, w(t)) = 1− 0, 5w(t)/v(T ) = 1− 0, 1w(t), ò.å. a1 = 1, b1 = 0, 1;

w̃ (t) = −0, 01t2 + 0, 4t+ 1; c (t) = 1 + 0, 001 (T − t)

è ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé ïîëåçíîñòè îò îòëûíèâàíèÿ θ(t). Âû÷èñëÿåì êîíñòàíòû γ = 10 è
b = 19 è óáåæäàåìñÿ, ÷òî óñëîâèÿ (27) âûïîëíåíû.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

θ (t) = T sin2 (2πt/T ) + 0, 5.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ:

λ1 = 0; λ2 = 0, 2797; w (0) = 8, 6768;

ẇ (t) =

{
0, 0 ≤ t ≤ 7, 4913 èëè 7, 62362 ≤ t ≤ 20;
β, 7, 4913 < t < 7, 62362.

Îòêóäà

w (t) =


8, 6768; 0 ≤ t ≤ 7, 4913;
10 t− 66, 2362; 7, 4913 < t < 7, 62362;
10; 7, 62362 ≤ t ≤ 20.

Ãðàôèê ôóíêöèè w (t) (ïðîôèëü çàðàáîòíîé ïëàòû) ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1.

Ïðèìåð 2. Âî âòîðîì ïðèìåðå â êà÷åñòâå ôóíêöèè ïîëåçíîñòè îò îòëûíèâàíèÿ ðàññìîò-
ðåíà ôóíêöèÿ âèäà

θ (t) = 1, 7 · T sin4 (20πt/T ) .

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ:

λ1 = 0; λ2 = 0, 4011; w (0) = 3, 3973.

Ãðàôèê ôóíêöèè w (t) (ïðîôèëü çàðàáîòíîé ïëàòû) ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2.
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This articles considers a ≪shirking≫ model under the theory of e�ciency contracts,
which determines the pro�le of a worker's individual wages depending on his experience. The
pro�le is a stimulating condition to increase productivity and the period of employment.
Certain additional assumtions reduce the model to a nonclassical variational problem or
a linear optimal control problem. We prove nonemptiness criteria and the existence of
solutions, �nd necessary and su�cient conditions for optimality, give an algorithm to solve
the problem, and present the results of simulations.

Keywords: ≪shirking≫ model; an e�ciency contract model; an e�ciency wage model;

incentive wages; nonclassical variational problem; linear optimal control problem.
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