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ÎÁÎÁÙÅÍÍÀß ÌÎÄÅËÜ ÊÓÐÜÅÐÀ

Ñ ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÛÌÈ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈ

À.À. ×åíöîâ, À.Ã. ×åíöîâ

Êîíñòðóèðóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûáîðà âàðè-
àíòîâ ïåðåìåùåíèé è âûïîëíåíèÿ êîìïëåêñà ðàáîò, îñëîæíåííûõ âçàèìíûì âëèÿíèåì
äåéñòâèé íà ðàçëè÷íûõ âðåìåííûõ ïðîìåæóòêàõ è óñëîâèÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ. Èñ-
ñëåäóåòñÿ çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè è ôóíêöèÿìè ñòîèìîñòè, âêëþ÷àþ-
ùèìè çàâèñèìîñòü îò ñïèñêà çàäàíèé. Ïîñòàíîâêà îðèåíòèðîâàíà íà ðåøåíèå èíæåíåð-
íûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â àòîìíîé ýíåðãåòèêå è ìàøèíîñòðîåíèè. Â ïåðâîì ñëó÷àå
äîïóñêàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ, çàâèñÿùèå îò ñïèñêà çàäàíèé, íå âûïîëíåííûõ íà òåêó-
ùèé ìîìåíò è êàñàþùèõñÿ äåìîíòèðîâàíèÿ èçëó÷àþùèõ ýëåìåíòîâ îáîðóäîâàíèÿ. Âî
âòîðîì ñëó÷àå âîçìîæíû îãðàíè÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ îáåñïå÷åíèåì æåñòêîñòè ëèñòà ïðè
ðåçêå äåòàëåé íà ñòàíêàõ ñ ÷èñëîâûì ïðîãðàììíûì óïðàâëåíèåì (×ÏÓ); â ýòîì ñëó÷àå
âîçíèêàåò çàâèñèìîñòü îò ñïèñêà óæå âûïîëíåííûõ ðàáîò. Ìåòîä ðåøåíèÿ, ñâÿçàííûé
ñ èñïîëüçîâàíèåì øèðîêî ïîíèìàåìîãî äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èçëàãàåòñÿ
â ôîðìå àëãîðèòìà íà ôóíêöèîíàëüíîì óðîâíå. Ïðè íàëè÷èè óñëîâèé ïðåäøåñòâî-
âàíèÿ íå ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå âñåãî ìàññèâà çíà÷åíèé ôóíêöèè Áåëëìàíà.
Äëÿ êîíêðåòíîãî âàðèàíòà çàäà÷è, ñâÿçàííîãî ñ ëèñòîâîé ðåçêîé íà ìàøèíàõ ñ ×ÏÓ,
ïðåäëàãàåìûé (îïòèìàëüíûé) àëãîðèòì ðåàëèçîâàí íà ÏÝÂÌ; ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû
âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàðøðóò; òðàññà; óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ.

Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáõîäà ìå-
ãàïîëèñîâ ñ óñëîâèÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ (îáîáùåííàÿ çàäà÷à êóðüåðà), â êîòîðîé êàê
ôóíêöèè ñòîèìîñòè, òàê è îãðàíè÷åíèÿ íà òåêóùèå ïåðåìåùåíèÿ çàâèñÿò îò ñïèñêà
çàäàíèé, íå âûïîëíåííûõ íà òåêóùèé ìîìåíò, èëè, íàïðîòèâ, � îò ñïèñêà óæå âû-
ïîëíåííûõ çàäàíèé.

Äàííàÿ îñîáåííîñòü âîçíèêàåò â öåëîì ðÿäå èíæåíåðíûõ çàäà÷, èç êîòîðûõ ñåé-
÷àñ îòìåòèì òîëüêî îäíó, à èìåííî: çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ èíñòðóìåíòîì ïðè ëèñòîâîé
ðåçêå äåòàëåé íà ìàøèíàõ ñ ×ÏÓ. Ïîìèìî áîëüøîãî ÷èñëà óñëîâèé ïðåäøåñòâîâà-
íèÿ, âîçíèêàþùèõ èç òåõíîëîãè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé, ñâÿçàííûõ ñ áîëåå ðàííåé ðåçêîé
âíóòðåííèõ êîíòóðîâ (è ≪âíóòðåííèõ≫ äåòàëåé) â ñðàâíåíèè ñ âíåøíèì äëÿ êàæäîé
äåòàëè, èìåþòñÿ äðóãèå óñëîâèÿ. Ñåé÷àñ îòìåòèì òðåáîâàíèå ê îáåñïå÷åíèþ æåñòêî-
ñòè ëèñòà. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî íîâûå òî÷êè âðåçêè äîëæíû âñÿêèé ðàç îòñòîÿòü
íà äîñòàòî÷íîì ðàññòîÿíèè îò ≪ïóñòîò≫, îáðàçîâàâøèõñÿ çà ñ÷åò óæå âûðåçàííûõ
äåòàëåé, ÷òî òðåáóåò îò ïðîöåäóðû óïðàâëåíèÿ èñïîëüçîâàíèÿ èíôîðìàöèîííîé ïà-
ìÿòè.

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòàíîâêà, ïîçâîëÿþùàÿ ó÷åñòü óïîìÿíóòîå îáñòîÿ-
òåëüñòâî, ñâÿçàííîå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàìÿòè, è ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ âìåñòå ñ òåì
íà äðóãèå ïðèêëàäíûå çàäà÷è (òàê, íàïðèìåð, ïðåäëàãàåìàÿ ñõåìà ìîæåò áûòü ïðè-
ìåíåíà ñ öåëüþ ó÷åòà åñòåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé â çàäà÷å î äåìîíòàæå ýíåðãîáëîêà
ÀÝÑ, âûâåäåííîãî èç ýêñïëóàòàöèè). Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðåäëàãàåìàÿ êîíñòðóê-
öèÿ íà îñíîâå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÄÏ), ó÷èòûâàþùàÿ çàâèñèìîñòü îò
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ñïèñêà (âûïîëíåííûõ, ëèáî, íàïðîòèâ, íå âûïîëíåííûõ) çàäàíèé, ðåàëèçóåòñÿ â ïðå-
äåëàõ òåõ æå âîçìîæíîñòåé â ÷àñòè âû÷èñëåíèé, ÷òî è ðàíåå ïðèìåíÿåìûå åå àíàëîãè
â ïîñòàíîâêàõ, ãäå óêàçàííàÿ çàâèñèìîñòü îòñóòñòâîâàëà. Óïîìÿíóòàÿ êîíñòðóêöèÿ
èçëàãàåòñÿ â ñòàòüå â âèäå àëãîðèòìà íà ôóíêöèîíàëüíîì óðîâíå; äàííûé àëãîðèòì
áûë ðåàëèçîâàí íà ÏÝÂÌ, â ñòàòüå ïðèâåäåíî îïèñàíèå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðè-
ìåíòà äëÿ ìîäåëüíîãî ïðèìåðà çàäà÷è, ñâÿçàííîé ñ ëèñòîâîé ðåçêîé íà ìàøèíàõ ñ
×ÏÓ.

Èññëåäóåìàÿ â ðàáîòå çàäà÷à èìååò ñâîèì ïðîòîòèïîì èçâåñòíóþ òðóäíîðåøàå-
ìóþ çàäà÷ó êîììèâîÿæåðà (ÇÊ); ñì., â ÷àñòíîñòè, [1�4]. Â ñâÿçè ñ ïðèìåíåíèåì ÄÏ
äëÿ ðåøåíèÿ ÇÊ îòìåòèì ðàáîòû [5,6]. Ðàññìàòðèâàåìûé â ñòàòüå âàðèàíò ìàðøðóò-
íîé çàäà÷è ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ÇÊ êàê â ÷àñòè çàäàíèÿ ôóíêöèé ñòîèìîñòè
(äîïóñêàåòñÿ çàâèñèìîñòü îò ñïèñêà çàäàíèé), òàê è â ÷àñòè èñïîëüçóåìûõ îãðàíè÷å-
íèé, ÷òî ìîòèâèðîâàíî ïîòðåáíîñòÿìè ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Â ñâÿçè ñ âûøåóïîìÿíóòîé
çàäà÷åé óïðàâëåíèÿ èíñòðóìåíòîì ïðè ëèñòîâîé ðåçêå íà ìàøèíàõ ñ ×ÏÓ îòìåòèì
ðàáîòû [7�10], à â ñâÿçè ñ ìàøðóòèçàöèåé â çàäà÷àõ àòîìíîé ýíåðãåòèêè ñì., â ÷àñò-
íîñòè, ìîíîãðàôèþ [11].

1. Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà

Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ òåîðåòèêî�ìíîæåñòâåííàÿ ñèìâîëèêà:

êâàíòîðû, ñâÿçêè;
△
= � ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ, def çàìåíÿåò ôðàçó ≪ïî îïðå-

äåëåíèþ≫, ∅ � ïóñòîå ìíîæåñòâî. Ñåìåéñòâîì íàçûâàåì ìíîæåñòâî, âñå ýëåìåíòû
êîòîðîãî � ìíîæåñòâà; â äàëüíåéøåì, êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàþòñÿ ñåìåéñòâà ïîä-
ìíîæåñòâ (ï/ì) òîãî èëè èíîãî íàïåðåä çàäàííîãî ìíîæåñòâà. Â ýòîé ñâÿçè ñëåäóåì
ñîãëàøåíèÿì: åñëè H � ìíîæåñòâî, òî ÷åðåç P(H) (÷åðåç P ′(H)) îáîçíà÷àåì ñåìåé-
ñòâî âñåõ (âñåõ íåïóñòûõ) ï/ì H; Fin(H) åñòü def ñåìåéñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ
èç P ′(H) (åñëè H êîíå÷íî, òî Fin(H) = P ′(H)).

Äëÿ ëþáûõ îáúåêòîâ x è y ÷åðåç {x; y} îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå x, y

è íå ñîäåðæàùåå íèêàêèõ äðóãèõ ýëåìåíòîâ. Åñëè z � îáúåêò, òî {z} △
= {z; z} åñòü

ñèíãëåòîí, ñîäåðæàùèé z. Êàæäîå ìíîæåñòâî � îáúåêò, à ïîòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

îáúåêòîâ p è q, ñëåäóÿ [12, ñ. 67], ïîëàãàåì, ÷òî (p, q)
△
=

{
{p}; {p; q}

}
, ïîëó÷àÿ óïîðÿ-

äî÷åííóþ ïàðó (ÓÏ) ñ ïåðâûì ýëåìåíòîì p è âòîðûì ýëåìåíòîì q. Åñëè æå z åñòü
êàêàÿ-ëèáî ÓÏ, òî ÷åðåç pr1(z) è pr2(z) îáîçíà÷àåì ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûé è âòîðîé
ýëåìåíòû z; ðàçóìååòñÿ, z = (pr1(z), pr2(z)).

Êàê îáû÷íî, äëÿ ëþáûõ òðåõ îáúåêòîâ a, b è c ïîëàãàåì [13, ñ. 17] (a, b, c)
△
=

((a, b), c). Òðàäèöèîííîå [13, ñ. 17] ñîãëàøåíèå î òîì, ÷òî A×B×C = (A×B)×C äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ A, B è C, ïîçâîëÿåò ïðè âûáîðå ëþáîé ôóíêöèè
φ, äåéñòâóþùåé èç A × B × C â íåïóñòîå ìíîæåñòâî D, ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèå

φ(x, y) ∈ D ïðè x ∈ A × B è y ∈ C; ïîëàãàÿ x1
△
= pr1(x) è x2

△
= pr2(x), èìååì òàêæå

φ(x1, x2, y)
△
= φ(x, y).

Êàê îáû÷íî, R � âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ, N △
= {1; 2; ...} è N0

△
= {0} ∪ N =

{0; 1; 2; ...} ∈ P ′(R);

p, q
△
=

{
k ∈ N0| (p ≤ k)&(k ≤ q)

}
∀p ∈ N0 ∀q ∈ N0 (1)

(â (1) äîïóñêàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ∅). Åñëè K � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî |K| ∈ N

Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
è ïðîãðàììèðîâàíèå≫ (Âåñòíèê ÞÓðÃÓ ÌÌÏ). 2016. Ò. 9, � 1. Ñ. 46�58
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åñòü def ìîùíîñòü (êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ) K; ïðè ýòîì îïðåäåëåíî íåïóñòîå ìíîæå-

ñòâî (bi)[K] âñåõ áèåêöèé [14, ñ. 87] ≪ïðîìåæóòêà≫ 1, |K| íà K. Íàêîíåö, |∅| △
= 0.

×åðåç R+[T ] îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, äåéñòâóþùèõ èç íåïóñòîãî

ìíîæåñòâà T â ïîëóïðÿìóþ [0,∞[
△
= {ξ ∈ R| 0 ≤ ξ}.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ôèêñèðóåì íåïóñòîå ìíîæåñòâî X, x0 ∈ X, N ∈ N, N ≥ 2, ìíîæåñòâà

M1 ∈ Fin(X), ...,MN ∈ Fin(X), (2)

à òàêæå îòíîøåíèÿ M1 ∈ P ′(M1 × M1), ...,MN ∈ P ′(MN × MN). Ïîñòóëèðóåì, ÷òî(
x0 /∈ Mj ∀j ∈ 1, N

)
&
(
Mp ∩Mq = ∅ ∀p ∈ 1, N q ∈ 1, N \ {p}

)
. Ìíîæåñòâà (2) èìåíóåì

ìåãàïîëèñàìè. Îòíîøåíèÿ Mj, j ∈ 1, N , ñîîòâåòñòâóþò âîçìîæíûì âàðèàíòàì ïðî-
âåäåíèÿ (âíóòðåííèõ) ðàáîò ïðè ïîñåùåíèè ìåãàïîëèñîâ. Â ýòîé ñâÿçè ïðè j ∈ 1, N

ïîëàãàåì, ÷òî Mj
△
=

{
pr1(z) : z ∈ Mj

}
è Mj

△
=

{
pr2(z) : z ∈ Mj

}
, ïîëó÷àÿ íåïóñòûå

ï/ì Mj. Òîãäà

X △
= {x0} ∪

( N∪
i=1

Mi

)
∈ Fin(X), X

△
= {x0} ∪

( N∪
i=1

Mi

)
∈ Fin(X).

Ïóñòü â äàëüíåéøåì N
△
= P ′(1, N) è çàäàíû (ìíîãîçíà÷íûå) îòîáðàæåíèÿ

A1 : X×N → P ′(M1), ..., AN : X×N → P ′(MN). (3)

Ìû ïîëàãàåì, ÷òî ïðè j ∈ 1, N , x ∈ X \ Mj è K ∈ N ìíîæåñòâî Aj(x,K) ⊂ Mj

èñ÷åðïûâàåò âîçìîæíîñòè ïåðåìåùåíèÿ èç x â ìåãàïîëèñ Mj ïðè óñëîâèè, ÷òî K �
ñïèñîê çàäàíèé, íå âûïîëíåííûõ íà ìîìåíò ïåðåìåùåíèÿ (çàâèñèìîñòü òàêîãî ðîäà
ìû ðàñïðîñòðàíÿåì è íà ñëó÷àé x ∈ Mj, ÷òî ôîðìàëüíî ìîæíî ñäåëàòü, îòîæäåñòâ-
ëÿÿ, íàïðèìåð, ñîîòâåòñòâóþùèé âàðèàíò Aj(x,K) ñ Mj; äîîïðåäåëåíèÿ òàêîãî ðîäà
èñïîëüçóåì íèæå áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïîÿñíåíèé). Âîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà óïîìÿíó-
òûå âîçìîæíîñòè çàâèñÿò íà ñàìîì äåëå íå îò K, à îò ñïèñêà K̃ çàäàíèé, êîòîðûå
íà ìîìåíò ïåðåìåùåíèÿ óæå âûïîëíåíû; îäíàêî äàííûé ñëó÷àé ëåãêî âêëþ÷àåòñÿ â
ðàññìàòðèâàåìóþ íèæå ñõåìó, ïîñêîëüêó K̃ = 1, N \K; ìû íå áóäåì ñïåöèàëüíî íà
ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ. Ïîëàãàåì â äàëüíåéøåì, ÷òî

Aj(x,K) ∩Mj ̸= ∅ ∀x ∈ X ∀K ∈ N ∀j ∈ K. (4)

Åñëè j ∈ 1, N , x ∈ X è K ∈ N, òî

Aj(x,K)
△
=

{
z ∈ Mj| pr1(z) ∈ Aj(x,K)

}
. (5)

Ýëåìåíòû íåïóñòîãî ìíîæåñòâà P △
= (bi)[1, N ] èìåíóåì (ïîëíûìè) ìàðøðóòàìè.

Êàæäîìó ìàðøðóòó α ∈ P (ïåðåñòàíîâêå [14, ñ. 87]) ñîïîñòàâëÿåì ïåðåñòàíîâêó α−1 ∈
P, îáðàòíóþ ê α: α−1(α(k)) = α(α−1(k)) = k ∀k ∈ 1, N . Ïóñòü Z åñòü def ìíîæåñòâî
âñåõ êîðòåæåé

(zi)i∈0,N : 0, N → X×X; (6)
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ñðåäè êîðòåæåé (6) âûäåëÿåì òðàåêòîðèè, ñîãëàñîâàííûå ñ ìàðøðóòàìè; èòàê, ïðè
α ∈ P â âèäå

Zα
△
=

{
(zt)t∈0,N ∈ Z| (z0 = (x0, x0))&(zτ ∈ Mα(τ) ∀τ ∈ 1, N)&

&(pr1(zs) ∈ Aα(s)(pr2(zs−1), {α(j) : j ∈ s,N}) ∀s ∈ 1, N)
} (7)

èìååì ìíîæåñòâî âñåõ òðàåêòîðèé, ñîãëàñîâàííûõ ñ α. Óäîáíî ðàññìàòðèâàòü (7), êàê
âàðèàíò áîëåå îáùåãî îïðåäåëåíèÿ, ïîëàãàÿ ïðè K ∈ N, ÷òî ZK åñòü def ìíîæåñòâî
âñåõ êîðòåæåé (zi)i∈0,|K| : 0, |K| → X × X, è ðàññìàòðèâàÿ ïðè x ∈ X è α ∈ (bi)[K]
ìíîæåñòâî

Z(x,K, α)
△
=

{
z ∈ ZK |

(
z(0) = (x, x)

)
&
(
z(t) ∈ Mα(t) ∀t ∈ 1, |K|

)
&

&
(
pr1(z(s)) ∈ Aα(s)(pr2(z(s− 1)), {α(j) : j ∈ s, |K|}) ∀s ∈ 1, |K|

)}
.

(8)

Òîãäà Zα = Z(x0, 1, N, α) ∀α ∈ P. Ñ èñïîëüçîâàíèåì èíäóêöèè óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî
Z(x,K, α) ̸= ∅ ∀x ∈ X ∀K ∈ N ∀α ∈ (bi)[K]. Â ÷àñòíîñòè, Zα ∈ Fin(Z) ∀α ∈ P.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûáîð ìàðøðóòà α ∈ P ìîæåò áûòü ñòåñíåí óñëîâèÿìè ïðåä-
øåñòâîâàíèÿ. Â ýòîé ñâÿçè ôèêñèðóåì ìíîæåñòâî K ∈ P(1, N ×1, N), ýëåìåíòû êîòî-
ðîãî (à ýòî ÓÏ) íàçûâàåì àäðåñíûìè ïàðàìè; ïðè z ∈ K pr1(z) è pr2(z) èìåþò ñìûñë
èíäåêñîâ ≪îòïðàâèòåëÿ≫ è ≪ïîëó÷àòåëÿ≫ ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëàãàåì â äàëüíåéøåì,
÷òî ∀K0 ∈ P ′(K) ∃z0 ∈ K0 : pr1(z0) ̸= pr2(z) ∀z ∈ K0. Òîãäà (ñì. [15, ÷àñòü 2])

A
△
=

{
α ∈ P| ∀z ∈ K ∀t1 ∈ 1, N ∀t2 ∈ 1, N

(
(pr1(z) = α(t1))&(pr2(z) = α(t2))

)
⇒

⇒ (t1 < t2)
}
=

{
α ∈ P| α−1(pr1(z)) < α−1(pr2(z)) ∀z ∈ K

}
∈ P ′(P),

(9)

à ïîòîìó A ∈ Fin(P). Â êà÷åñòâå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé (ÄÐ) ìû ðàññìàòðèâàåì ÓÏ
(α, z), α ∈ A, z ∈ Zα. Â âèäå

D
△
=

{
(α, z) ∈ A× Z| z ∈ Zα

}
, (10)

èìååì íåïóñòîå ìíîæåñòâî âñåõ ÄÐ. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèè ñòîèìîñòè, ïîç-
âîëÿþùèå çàòåì îïðåäåëèòü àääèòèâíûé êðèòåðèé. Èòàê, ôèêñèðóåì

c ∈ R+[X× X×N], c1 ∈ R+[X×X×N], ..., cN ∈ R+[X×X×N], f ∈ R+[X]. (11)

Èòàê, (c, c1, ..., cN , f) åñòü íàáîð ôóíêöèé ñòîèìîñòè; c ñëóæèò äëÿ îöåíèâàíèÿ âíåø-
íèõ ïåðåìåùåíèé (èç x0 â ìåãàïîëèñû è ìåæäó ìåãàïîëèñàìè), cj, ãäå j ∈ 1, N , îöåíè-
âàåò ðàáîòû, ñâÿçàííûå ñ ïîñåùåíèåì Mj, à f èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îöåíêè òåðìèíàëüíî-
ãî ñîñòîÿíèÿ. Ôóíêöèè (11), ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ îöåíèâàíèÿ ïðîöåññîâ
âèäà

z0 →
(
pr1(z1) ∈ Mα(1)  pr2(z1) ∈ Mα(1)

)
→ ...

→
(
pr1(zN) ∈ Mα(N)  pr2(zN) ∈ Mα(N)

)
,

(12)

ãäå α ∈ A è (zi)i∈0,N ∈ Zα. Ñîîòâåòñòâåííî, ÓÏ (α, (zi)i∈0,N) ∈ D (ñì. (10)) ñîïîñòàâ-
ëÿåòñÿ

Cα[(zi)i∈0,N ] =
N∑
s=1

[
c(pr2(zs−1), pr1(zs), {α(t) : t ∈ s,N})+

+cα(s)(zs, {α(t) : t ∈ s,N})
]
+ f(pr2(zN)) ∈ [0,∞[.

(13)
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Â êà÷åñòâå îñíîâíîé, ðàññìàòðèâàåì â äàëüíåéøåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

Cα[(zi)i∈0,N ] → min, α ∈ A, (zi)i∈0,N ∈ Zα. (14)

Äàííàÿ çàäà÷à ñîâìåñòíà ïî îãðàíè÷åíèÿì è îáëàäàåò (êîíå÷íûì) çíà÷åíèåì

V
△
= min

α∈A
min

(zi)i∈0,N∈Zα

Cα[(zi)i∈0,N ] ∈ [0,∞[ (15)

è íåïóñòûì ìíîæåñòâîì D0
△
=

{
(α0, z0) ∈ D| Cα0 [z0] = V

}
îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé.

Íàøà öåëü ñîñòîèò â íàõîæäåíèè V (15) è êàêîãî-ëèáî îïòèìàëüíîãî ÄÐ.

3. Ñëîè ôóíêöèè Áåëëìàíà; ðåøåíèå çàäà÷è

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ýêîíîìè÷íûé âàðèàíò äèíàìè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ (ÄÏ), âîñõîäÿùèé ê [15, �4.9]; ñì. òàêæå [16, 17]. Ïîñëåäóþùåå èç-
ëîæåíèå ñîîòâåòñòâóåò àëãîðèòìó íà ôóíêöèîíàëüíîì óðîâíå è åãî ëîãè÷íî íà÷àòü
ñ ïîñòðîåíèÿ ñëîåâ ïðîñòðàíñòâà ïîçèöèé. Ïîñëåäíèå, â ñâîþ î÷åðåäü, áàçèðóþòñÿ
íà êîíñòðóêöèè ñóùåñòâåííûõ ñïèñêîâ çàäàíèé, êîòîðóþ ñåé÷àñ íàïîìíèì ñîâñåì

êðàòêî, ïîëàãàÿ C △
=

{
K ∈ N| ∀z ∈ K (pr1(z) ∈ K) ⇒ (pr2(z) ∈ K)

}
è ïîëó÷àÿ

ñåìåéñòâî (âñåõ) ñóùåñòâåííûõ ñïèñêîâ çàäàíèé. Ñåìåéñòâà Cs
△
=

{
K ∈ C| s = |K|

}
,

ãäå s ∈ 1, N , îáðàçóþò â ñâîåé ñîâîêóïíîñòè ðàçáèåíèå C. Ïðè ýòîì CN = {1, N} (ñèí-
ãëåòîí, ñîäåðæàùèé 1, N) è C1 =

{
{t} : t ∈ 1, N \ K1

}
, ãäå K1

△
= {pr1(z) : z ∈ K}.

Ñëåäóÿ ñõåìå [15, ÷àñòü 2], ââåäåì îòîáðàæåíèå I, äåéñòâóþùåå âN ïî ïðàâèëó I(K)
△
=

K \
{
pr2(z) : z ∈ Ξ[K]

}
, ãäå (ïðè K ∈ N) Ξ[K]

△
=

{
z ∈ K| (pr1(z) ∈ K)&(pr2(z) ∈ K)

}
(ñì. òàêæå [16�19]). Íàêîíåö, (ñì. [18,19])

Cs−1 =
{
K \ {t} : K ∈ Cs, t ∈ I(K)

}
∀s ∈ 2, N. (16)

Èòàê, â âèäå CN → CN−1 → ... → C1 èìååì ðåêóððåíòíóþ ïðîöåäóðó: CN èçâåñòíî,
à äàëåå ñëåäóåò ïðèìåíÿòü (16). Ñëåäóþùèé ýòàï ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâ
D0, D1, ..., DN , ÿâëÿþùèõñÿ ïî ñìûñëó ñëîÿìè ïðîñòðàíñòâà ïîçèöèé. Ïîëàãàåì, ÷òî

DN
△
=

{
(x0, 1, N)

}
è D0

△
=

{
(x, ∅) : x ∈ M̃

}
, (17)

ãäå M̃
△
=

∪
i∈1,N\K1

Mi. Åñëè æå s ∈ 1, N − 1, òî ïðè K ∈ Cs ââîäèì ïîñëåäîâàòåëüíî

Js(K)
△
=

{
j ∈ 1, N \K| {j} ∪K ∈ Cs+1

}
∈ P ′(1, N),

Ms[K]
△
=

∪
j∈Js(K)

Mj ∈ P ′(X), Ds[K]
△
=

{
(x,K) : x ∈ Ms[K]

}
∈ P ′(X× Cs),

ïîñëå ÷åãî ïîëàãàåì, ÷òî

Ds
△
=

∪
K∈Cs

Ds[K] ∈ P ′(X× Cs), (18)
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ïîëó÷àÿ íåïóñòîå ï/ì X× Cs. Èòàê, âñå ìíîæåñòâà D0, D1, ..., DN îïðåäåëåíû. Îòìå-
òèì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî, ðàññìàòðèâàåìîå â áîëåå ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ â [15�19]:

(pr2(z), K \ {j}) ∈ Ds−1 ∀s ∈ 1, N ∀(x,K) ∈ Ds ∀j ∈ I(K) ∀z ∈ Aj(x,K). (19)

Ñ ó÷åòîì íåïóñòîòû ìíîæåñòâ-ñëîåâ D0, D1, ..., DN ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿåì
ôóíêöèè

v0 ∈ R+[D0], v1 ∈ R+[D1], ..., vN ∈ R+[DN ]. (20)

Èòàê, îïðåäåëÿåì ôóíêöèþ v0 â (20) ïîñðåäñòâîì óñëîâèÿ

v0(x, ∅)
△
= f(x) ∀x ∈ M̃; (21)

ó÷èòûâàåì ïðè ýòîì (17). Åñëè s ∈ 1, N è ôóíêöèÿ vs−1 (ñì. (20)) óæå ïîñòðîåíà, òî
vs ∈ R+[Ds] îïðåäåëÿåì ñëåäóþùèì ïðàâèëîì, ó÷èòûâàþùèì (19):

vs(x,K)
△
= min

j∈I(K)
min

z∈Aj(x,K)

[
c(x, pr1(z), K)+cj(z,K)+vs−1(pr2(z), K \{j})

]
∀(x,K) ∈ Ds.

(22)
Òåì ñàìûì ðåàëèçóåòñÿ ðåêóððåíòíàÿ ïðîöåäóðà

v0 → v1 → ... → vN , (23)

íà ïîñëåäíåì ýòàïå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ vN(x
0, 1, N) ∈ [0,∞[ (ñì. (17)). Ïðè ýòîì

V = vN(x
0, 1, N). (24)

Äîêàçàòåëüñòâî (24) èñïîëüçóåò ðàññóæäåíèÿ, îïèðàþùèåñÿ íà êîíñòðóêöèè, ïîäîá-
íûå [16�19] è èñïîëüçóþùèå ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå Áåëëìàíà.

Ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ïîëàãàåì, ÷òî ïðîöåäóðà (23) çàâåðøå-
íà. Èç (22) è (24) âûòåêàåò, ÷òî

V = min
j∈I(1,N)

min
z∈Aj(x0,1,N)

[
c(x0, pr1(z), 1, N) + cj(z, 1, N) + vN−1(pr2(z), 1, N \ {j})

]
, (25)

ãäå ñîãëàñíî (17) è (19) (pr2(z), 1, N \ {j}) ∈ DN−1 ïðè j ∈ I(1, N) è z ∈ Aj(x
0, 1, N).

Ñ ó÷åòîì (25) âûáèðàåì η1 ∈ I(1, N) è z(1) ∈ Aη1(x
0, 1, N) èç óñëîâèÿ

V = c(x0, pr1(z
(1)), 1, N) + cη1(z

(1), 1, N) + vN−1(pr2(z
(1)), 1, N \ {η1}) (26)

(ñâîéñòâî (26) îçíà÷àåò, ÷òî (η1, z
(1)) åñòü ðåøåíèå ëîêàëüíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è,

ñâÿçàííîé ñ (25)). Ïðè ýòîì, êîíå÷íî,

(pr2(z
(1)), 1, N \ {η1}) ∈ DN−1. (27)

Òîãäà ñîãëàñíî (19) (pr2(z), 1, N \ {η1; j}) = (pr2(z), (1, N \ {η1}) \ {j}) ∈ DN−2 ïðè
j ∈ I(1, N \ {η1}) è z ∈ Aj(pr2(z

(1)), 1, N \ {η1}). Ñ ó÷åòîì (22) è (27) èìååì, ÷òî

vN−1(pr2(z
(1)), 1, N \ {η1}) =

= min
j∈I(1,N\{η1})

min
z∈Aj(pr2(z

(1)),1,N\{η1})

[
c(pr2(z

(1)), pr1(z), 1, N \ {η1})+

+cj(z, 1, N \ {η1}) + vN−2(pr2(z), 1, N \ {η1; j})
]
.

(28)
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Ñ ó÷åòîì (28) âûáèðàåì η2 ∈ I(1, N \{η1}) è z(2) ∈ Aη2(pr2(z
(1)), 1, N \{η1}) èç óñëîâèÿ

vN−1(pr2(z
(1)), 1, N \ {η1}) = c(pr2(z

(1)), pr1(z
(2)), 1, N \ {η1})+

+cη2(z
(2), 1, N \ {η1}) + vN−2(pr2(z

(2)), 1, N \ {η1; η2}),
(29)

ãäå ñîãëàñíî (19) (pr2(z
(2)), 1, N \ {η1; η2}) ∈ DN−2. Èç (26) è (29) ïîëó÷àåì, ÷òî

V = c(x0, pr1(z
(1)), 1, N) + c(pr2(z

(1)), pr1(z
(2)), 1, N \ {η1})+

+cη1(z
(1), 1, N) + cη2(z

(2), 1, N \ {η1}) + vN−2(pr2(z
(2)), 1, N \ {η1; η2}).

(30)

Ïðîöåäóðó, ñîñòîÿùóþ èç ýòàïîâ, ïîäîáíûõ (26), (29), ñëåäóåò ïðîäîëæàòü âïëîòü äî
èñ÷åðïûâàíèÿ âñåãî èíäåêñíîãî ìíîæåñòâà 1, N , ò.å. äî èñ÷åðïûâàíèÿ ïîëíîãî ñïèñêà
çàäàíèé. Â ðåçóëüòàòå áóäóò ïîñòðîåíû ìàðøðóò η = (ηj)j∈1,N ∈ A è òðàåêòîðèÿ

(z(j))j∈0,N ∈ Zη, îáðàçóþùèå ÄÐ (η, (z(j))j∈0,N) ∈ D, äëÿ êîòîðîãî Cη[(z
(j))j∈0,N ] = V

(ïðè N = 2 äàííîå ñâîéñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (30) ïî îïðåäåëåíèþ v0).
Èòàê, ïîñòðîåííîå ÄÐ îïòèìàëüíî â çàäà÷å (14): (η, (z(j))j∈0,N) ∈ D0.

4. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Òåîðåòè÷åñêèå êîíñòðóêöèè, ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîé ñòàòüå, èñïîëüçîâàíû ïðè
ïðîâåäåíèè âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïî ðåøåíèþ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ðåçêè â
âèäå ñëåäóþùåé óïðîùåííîé ìîäåëè. Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà X áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ïðÿìîóãîëüíóþ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè, èìåþùóþ ñìûñë íåêîòîðîãî ëèñòà ìàòåðèàëà,
ïîäëåæàùåãî ðàñêðîþ íà íåêîòîðîå ìíîæåñòâî äåòàëåé; à èìåííî: â íàøåé ìîäåëè

X
△
= [a1, a2]× [b1, b2], ãäå a1 ∈ R, a2 ∈ R, b1 ∈ R è b2 ∈ R; âåùåñòâåííûå ÷èñëà a1 < a2,

b1 < b2 çàôèêñèðîâàíû. Ïîä ÷èñëîì N áóäåì ïîíèìàòü êîëè÷åñòâî âûðåçàåìûõ êîí-
òóðîâ äåòàëåé. Êàæäûé êîíòóð õàðàêòåðèçóåòñÿ îñíîâíîé è âñïîìîãàòåëüíîé ýêâèäè-
ñòàíòîé: âñïîìîãàòåëüíóþ ýêâèäèñòàíòó îáðàçóþò òî÷êè âðåçêè è ñîîòâåòñòâóþùèå
èì òî÷êè âûêëþ÷åíèÿ ðåçàêà, à îñíîâíàÿ ýêâèäèñòàíòà � ýòî ñîáñòâåííî òðàåêòîðèÿ
äâèæåíèÿ èíñòðóìåíòà ñ âêëþ÷åííûì ðåçàêîì, ïî êîòîðîé îí äâèæåòñÿ ïðè ðåç-
êå êîíòóðà äåòàëè. Âñïîìîãàòåëüíàÿ ýêâèäèñòàíòà ðàñïîëîæåíà â íåïîñðåäñòâåííîé
áëèçîñòè îò îñíîâíîé, èìåííî ñ íåé îòîæäåñòâëÿþòñÿ â íàøåé ìîäåëè ìåãàïîëèñû (2).
Â äàííîé ìîäåëè îáå ýêâèäèñòàíòû êàæäîãî êîíòóðà ïîäâåðãíóòû äèñêðåòèçàöèè.
Òàêèì îáðàçîì áèíàðíûå îòíîøåíèÿ M1, ...,MN åñòü ìíîæåñòâà ïàð òî÷åê, ïåðâûé
ýëåìåíò êàæäîé ïàðû � ýòî òî÷êà âðåçêè, âòîðîé � òî÷êà âûêëþ÷åíèÿ èíñòðóìåíòà.
Òî÷êà x0 â íàøåé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ èñõîäíûì ïîëîæåíèåì, òåðìèíàëüíûì ýòàïîì ïðî-
öåññà (12) ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä èíñòðóìåíòà â òî÷êó x0. Óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ èìåþò
âïîëíå åñòåñòâåííûé òåõíîëîãè÷åñêèé õàðàêòåð: ðåçêà âíóòðåííèõ êîíòóðîâ âñåãäà
äîëæíà ïðåäøåñòâîâàòü âûðåçàíèþ âíåøíèõ êîíòóðîâ; äîïóñêàåòñÿ ðàçìåùåíèå îä-
íèõ äåòàëåé âíóòðè äðóãèõ, íî íå äîïóñêàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ýêâèäèñòàíò âûðåçàåìûõ
êîíòóðîâ.

Ïóñòü ôóíêöèè (11) çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì.
1) Ôóíêöèÿ c îöåíèâàåò çàòðàòû íà ïåðåìåùåíèå èíñòðóìåíòà èç èñõîäíîãî ïîëî-

æåíèÿ x0 èëè òî÷êè âûêëþ÷åíèÿ ðåçàêà â ñëåäóþùóþ (ïî ïîðÿäêó ðåàëèçàöèè ðàñ-
êðîéíîãî ïëàíà) òî÷êó âðåçêè è çàäàåòñÿ ïîñðåäñòâîì åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ; äàííûå
ïåðåìåùåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ñ âûêëþ÷åííûì ðåçàêîì;

2) Ôóíêöèè c1, ..., cN îöåíèâàþò ñóììàðíûå çàòðàòû íà ïåðåìåùåíèå èíñòðóìåí-
òà ñ âêëþ÷åííûì ðåçàêîì èç òî÷êè âðåçêè x â òî÷êó y íà îñíîâíîé ýêâèäèñòàíòå

52 Bulletin of the South Ural State University. Ser. Mathematical Modelling, Programming
& Computer Software (Bulletin SUSU MMCS), 2016, vol. 9, no. 1, pp. 46�58



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ

è íà îòâîä èíñòðóìåíòà ïîñëå çàâåðøåíèÿ âûðåçàíèÿ êîíòóðà â òî÷êó âûêëþ÷åíèÿ
ðåçàêà z. Äàííûå ôóíêöèè çàäàþòñÿ â âèäå âûðàæåíèÿ 3∗ρ(x, y)+ρ(y, z), ãäå ρ � åâ-
êëèäîâî ðàññòîÿíèå; êîýôôèöèåíò 3 ñëóæèò äëÿ îöåíèâàíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ çàòðàò,
ñâÿçàííûõ ñ ïðîáèâêîé ìàòåðèàëà ïðè âðåçêå è äâèæåíèè ê îñíîâíîé ýêâèäèñòàíòå;
îòìåòèì, ÷òî äâèæåíèå èíñòðóìåíòà îò îñíîâíîé ýêâèäèñòàíòå ê òî÷êå âûêëþ÷åíèÿ
èíñòðóìåíòà ïîèçâîäèòñÿ òàêæå ñ âêëþ÷åííûì ðåçàêîì, íî â äàííîì ñëó÷àå íå òðåáó-
åòñÿ ïðîðåçàíèå ≪ïåðåìû÷êè≫ ìåæäó îñíîâíîé è âñïîìîãàòåëüíîé ýêâèäèñòàíòàìè;

3) Ôóíêöèÿ f � ñóòü åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè âûêëþ÷åíèÿ ðåçàêà íà ïî-
ñëåäíåì (ïî ïîðÿäêó ðåàëèçàöèè ðàñêðîéíîãî ïëàíà) êîíòóðå äî èñõîäíîé ïîçèöèè
x0.

Çàäàäèì îòîáðàæåíèÿ (3) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü â äàííûé ìîìåíò âðåìå-
íè íå âûðåçàííûìè îñòàþòñÿ êîíòóðà ñ èíäåêñàìè èç ìíîæåñòâà K, K ⊂ 1, N ,
à ðåçàê íàõîäèòñÿ â ïîçèöèè x, êîòîðàÿ ëèáî ÿâëÿåòñÿ èñõîäíûì ïîëîæåíèåì x0

(â ýòîì ñëó÷àå K = 1, N), ëèáî íåêîòîðîé òî÷êîé âûêëþ÷åíèÿ èíñòðóìåíòà, ò.å.
x ∈ Mj, j ∈ 1, N \ K. Ðàññìàòðèâàåì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ
äëÿ ïåðåìåùåíèÿ ðåçàêà òî÷åê âðåçêè íà êîíòóðå c èíäåêñîì i, ò.å. ï/ì ìíîæåñòâà
Mi. Ïîñêîëüêó â ñëó÷àå, êîãäà ïåðåìåùåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ èç òî÷êè x0, íè îäèí êîí-
òóð åùå íå âûðåçàí, âñå òî÷êè âðåçêè äîñòóïíû äëÿ ïåðåõîäà. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì
ñëó÷àé, êîãäà K ̸= 1, N . Êðèòåðèåâ äîïóñòèìîñòè äâà:

1) ñîáëþäåíèå òåïëîâûõ äîïóñêîâ;
2) èñêëþ÷åíèå ñèëüíî óäàëåííûõ òî÷åê êîíòóðà (ìèíèìèçàöèÿ âðåìåíè ïåðåìå-

ùåíèé ðåçàêà ìåæäó êîíòóðàìè).
Êðèòåðèè óïîìÿíóòû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ïðèîðèòåòà, ò.å. ñðåäè òî÷åê, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ 1) âûáèðàþòñÿ òå, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò 2).
Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî îáà êðèòåðèÿ îòáîðà òî÷åê âðåçêè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü

ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ òî÷åê âðåçêè äëÿ êîíòóðà c èíäåêñîì
i ∈ K, ò.å. ï/ì ìíîæåñòâà Mi; çàôèêñèðóåì äëÿ íàãëÿäíîñòè èíäåêñ i.

1') Ïóñòü çàäàíà âåëè÷èíà òåïëîâîãî äîïóñêà δ ∈ R, δ > 0. Òî÷êà âðåçêè y, y ∈ Mi

óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ 1'), åñëè
(
ρ(y, z1) > δ ∀z1 ∈ Mk ∀k ∈ 1, N \K

)
&
(
ρ(y, z2) >

δ ∀z2 ∈ M̃k ∀k ∈ 1, N \K
)
, ãäå M̃k � îñíîâíàÿ ýêâèäèñòàíòà êîíòóðà ñ èíäåêñîì k.

Åñëè äëÿ êîíòóðà íå íàõîäèòñÿ íè îäíîé äîïóñòèìîé òî÷êè âðåçêè, òî âñå âîçìîæíûå
åãî òî÷êè âðåçêè ïðèçíàþòñÿ äîïóñòèìûìè äëÿ èñêëþ÷åíèÿ êîëëèçèè, ñâÿçàííîé ñ
íåâîçìîæíîñòüþ çàäàíèÿ ìíîæåñòâà Ai(x,K).

2') Ñðåäè òî÷åê âðåçêè y, y ∈ M
(1)
i , óäîâëåòâîðÿþùèõ 1'), âûáèðàåòñÿ òî÷êà y′

òàêàÿ, ÷òî c(x, y′) = min
y∈M(1)

i

c(x, y), ãäå x ∈ Mj, j ∈ 1, N \K, à M
(1)
i ⊂ Mi � ïîäìíî-

æåñòâî óäîâëåòâîðÿþùèõ 1') òî÷åê âðåçêè êîíòóðà ñ èíäåêñîì i. Òî÷êà y′ ïðèçíàåòñÿ
äîïóñòèìîé ñîãëàñíî êðèòåðèþ 2'). Äëÿ êàæäîãî êîíòóðà ïóñòü çàäàíà âåëè÷èíà äî-

ïóñêà εk ∈ R, εk ≥ 0, ãäå k ∈ 1, N . Òî÷êà âðåçêè y, y ∈ M
(1)
i , óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ

2'), åñëè c(x, y)− c(x, y′) ≤ εi.
Èòàê, ïðè ïåðåìåùåíèè èç òî÷êè âûêëþ÷åíèÿ ðåçàêà x ∈ Mj, j ∈ 1, N \ K,

íà êîíòóð ñ èíäåêñîì i çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ai(x,K) ñîñòàâëÿþò òî÷êè y ∈ Mi,
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò êðèòåðèÿì 1') è 2'). Ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèå 1') ðåàëèçóåò
çàâèñèìîñòü îòîáðàæåíèÿ Ai îò ñïèñêà óæå âûïîëíåííûõ çàäàíèé, à êðèòåðèé îòáîðà
2') � çàâèñèìîñòü îò òî÷êè ïåðåõîäà.

Äàííàÿ àëãîðèòìè÷åñêàÿ êîíòðóêöèÿ áûëà ðåàëèçîâàíà â âèäå ïðîãðàììû äëÿ
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ÏÝÂÌ, íàïèñàííîé íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ñ++. Ïðîãðàììà ðàáîòàåò ïîä
óïðàâëåíèåì 64-õ ðàçðÿäíîé îïåðàöèîííîé ñèñòåìû ñåìåéñòâà Windows, íà÷èíàÿ ñ
âåðñèè Windows 7. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ÷àñòü ïðîãðàììû ðåàëèçîâàíà â îòäåëüíîì îò
èíòåðôåéñà ïîëüçîâàòåëÿ ïîòîêå; äëÿ ñëó÷àÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ïëîñêîñòè èìååòñÿ
âîçìîæíîñòü ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ èíñòðóìåíòà ñ âîç-
ìîæíîñòüþ óâåëè÷åíèÿ îòäåëüíûõ ó÷àñòêîâ ãðàôèêà è ñîõðàíåíèÿ èçîáðàæåíèÿ â
ôàéë ãðàôè÷åñêîãî ôîðìàòà bmp. Ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷ó îïòèìèçà-
öèè ðåçêè â óñëîâèÿõ äåéñòâèÿ òîëüêî êðèòåðèÿ îòáîðà òî÷åê 1') èëè 1') è 2') (ñì.
âûøå); â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåì ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è, ãäå èñïîëüçóþòñÿ îáà òèïà
îãðàíè÷åíèÿ íà âûáîð òî÷åê âðåçêè.

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ íà ÏÝÂÌ ñ ïðîöåññîðîì Intel Core i7,
îáúåìîì ÎÇÓ 64 ãÁ ñ óñòàíîâëåííîé îïåðàöèîííîé ñèñòåìîé Windows 7 Ìàêñèìàëü-
íàÿ SP1. Â èññëåäóåìîì ïðèìåðå N = 31, |K| = 20, x0 = (0, 0) (ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì
êîîðäèíàò) è δ = 10. Âåëè÷èíû äîïóñêîâ ε1, ..., εN çàäàâàëèñü ðàâíûìè äëÿ âñåõ êîí-
òóðîâ è âàðüèðîâàëèñü. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ÏÝÂÌ; íà ãðàôèêàõ
çíà÷êàìè � ïîìå÷åíû òî÷êè âðåçêè, à � � òî÷êè âûêëþ÷åíèÿ èíñòðóìåíòà.

Ïðè âåëè÷èíå äîïóñêà εk = 2 ∀k ∈ 1, 31 ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: âåëè-
÷èíà ñîâîêóïíûõ çàòðàò: V = 1104, 18; âðåìÿ ñ÷åòà ñîñòàâèëî 4 ÷ 7 ì 26 ñ. Ãðàôèê
ìàðøðóòà è òðàññû ïðèâåäåí íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1. Ìàðøðóò è òðàññà ïðè çíà÷åíèè äîïóñêà 2

Åñëè âåëè÷èíà äîïóñêà εk = 10 ∀k ∈ 1, 31, òî ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
âåëè÷èíà ñîâîêóïíûõ çàòðàò: V = 1017, 891; âðåìÿ ñ÷åòà ñîñòàâèëî 4 ÷ 17 ì 48 ñ.
Ãðàôèê ìàðøðóòà è òðàññû ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.

Ïðè âåëè÷èíå äîïóñêà εk = 50 ∀k ∈ 1, 31, ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
âåëè÷èíà ñîâîêóïíûõ çàòðàò: V = 1015, 3 âðåìÿ ñ÷åòà ñîñòàâèëî 4 ÷ 23 ì 12 ñ. Ãðàôèê
ìàðøðóòà è òðàññû ïðèâåäåí íà ðèñ. 3.

Òàêîå ïîâåäåíèå ðåçóëüòàòà âïîëíå çàêîíîìåðíî: ñ ðîñòîì âåëè÷èíû äîïóñêà óâå-
ëè÷èâàåòñÿ êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ âðåçêè è, êàê ñëåäñòâèÿ, ïîëó-
÷àåòñÿ áîëüøå âàðèàíòîâ äëÿ îïòèìèçàöèè çàòðàò, íî ïðè ýòîì ðàñòåò îáúåì ïåðåáî-

54 Bulletin of the South Ural State University. Ser. Mathematical Modelling, Programming
& Computer Software (Bulletin SUSU MMCS), 2016, vol. 9, no. 1, pp. 46�58



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ

Ðèñ. 2. Ìàðøðóò è òðàññà ïðè çíà÷åíèè äîïóñêà 10

Ðèñ. 3. Ìàðøðóò è òðàññà ïðè çíà÷åíèè äîïóñêà 50

ðà, ÷òî íåèçáåæíî âëå÷åò óâåëè÷åíèå âðåìåíè ñ÷åòà; èìåííî òàêèå çàêîíîìåðíîñòè
ìû è íàáëþäàåì â ïðèâåäåíûõ òðåõ ïðèìåðàõ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 15-01-07909), ïî-
ñòàíîâëåíèå � 211 Ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ, êîíòðàêò � 02.A03.21.0006.
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Mathematical model of process of sequential choice of permutation variants and
ful�lment of works complex with complication at the expense of the operations coupling on
di�erent time intervals and preceding conditions is constructed. Routization problem with
constraints and costs functions depending on tasks list is considered. This formulation is
oriented to the solving of engineering problems, which arised in nuclear engineering and
mechanical engineering. In the �rst case, constraints depending on list of tasks which are
not ful�lled at the current time and concerning of dismantling of the radiation equipment
fragments are assumed. In the second case, constraints connected with guarantee of sheet
rigidity under cutting of details on machines with numerical control are possible; in this
case, the dependence from lists of ful�lled works arises. The method of solving is based on
widely undestanding dynamic programming; method which is expounded on the functional
level. In the presence of preceding conditions there is no need for construction of full array
of the Bellman function values. For the concrete variant of the problem connected with
sheets cutting by the machines with numerical programming control, the proposed (optimal)
algorithm is realized on a personal computer; results of calculation experiment are proposed.

Keywords: route; trace; preceding conditions.
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